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PREFAZIONE 



\^uesta 2. a edizione delle mie lezioni di Geometria Projet- 
tiva contiene molte correzioni , aggiunte e variazioni rispetto alla 
prima. Però il concetto che mi ha guidato nella nuova edizione 
è identico a quello che seguii nella precedente. 

Non ho inteso cioè di redigere un trattato completo, ma sol- 
tanto di svolgere quegli argomenti che, a mio avviso, sono i 
più importanti e necessarii per un corso universitario, e di svol- 
gerli in quella misura e con quei metodi che mi parvero più op- 
portuni per T insegnamento stesso. — Accennerò brevemente alle 
modificazioni introdotte. 

Ho esposta dapprima la teoria delle forme fondamentali di 
i. a specie projettive ed in involuzione; e poscia esposta quella delle 
forme omologiche del piano, della stella e dello spazio, per fare 
così la teoria delle coniche sia indipendentemente, che col mezzo 
dell'omologia. Sulle omografie di una forma elementare di i.° e 
2.° ordine e di i.* specie ho aggiunti i teoremi necessari per la 
introduzione delle coppie di elementi immaginari delle forme 
stesse, prendendo le dette nozioni da due note del signor Segre, 
citate a suo luogo. 

Invece degli argomenti di Geometria analitico-projettiva ho 
posto altri argomenti di geometria pura; cioè: i teoremi principali 
sulle superficie di 2.° ordine generate da stelle reciproche; Tomo- 
grafia e la reciprocità dello spazio; i teoremi principali sulle cu- 
biche gobbe generate da stelle projettive. 

Ho svolta inoltre la costruzione di tutte le omografie dello 
spazio, facendole dipendere da una stessa legge, ricavata da una 
nota dei signor Ber tini, citata a suo posto. 



X PREFAZIONE. 



Finalmente, nei due ultimi capitoli, ho data la costruzione delle 
corrispondenze univoche quadratiche con alcune applicazioni, ed 
ho dimostrati alcuni teoremi sui complessi e sulle congruenze di 
i.* grado. 

Per la compilazione generale del lavoro mi sono principal- 
mente giovato delle seguenti opere: 

Cremona — Elementi di Geometria Projettiva. 

Reye — Die Geometrie der Lage. 

Chasles — Traiti de Geometrie supérieure. - Traiti des Sections 
coniques. 

Fiedler — Die darstellende Geometrie. 

Le molteplici aggiunte e variazioni fatte mi furono suggerite 
dalla particolare esperienza della Scuola e dagli ultimi studi. In 
alcune parti esse concordano colle cose dette in un articolo cri- 
tico sulla prima edizione inserito nel Jahrbuch ùber die Fortschritte 
der Mathematik, Bd. XVI, 1884; del quale venni a cognizione 
quando la stampa di questo lavoro era quasi compiuta. 

Infine debbo un vivo ringraziamento all'Editore, anche per V in- 
coraggiamento che ne ebbi ad accingermi a questa nuova edizione. 
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CAPITOLO I. 



Definizioni e teoremi fondamentali. 



§ I. Proiezioni e sezioni. — Elementi a distanza infinita. 
Forme fondamentali di 7 . a e 2.* specie. 

1. Faremo uso, in ciò che segue, delle notazioni tenute negli 
elementi di Geometria projettivct del signor Cremona, seguite anche 
dal signor Reye nel suo libro di Geometria di posizione. 

Indicheremo perciò costantemente con lettere italiche maju- 
scole i punti; con le minuscole le rette; con lettere greche mi- 
nuscole i piani: concependo sempre le rette e i piani indefinita- 
mente estesi. S'indicherà poi con AB la retta che unisce A 
con B; con a/3 la retta comune ai piani a e /3; con ABC il 
piano condotto per i tre punti A, B, C; con afiy il punto co- 
mune ai piani a, /3, y; con Om il piano condotto per O e per m; 
con cow il punto comune ad co ed m; con AB. a il punto co- 
mune ad AB ed al piano oc; con a/3. A il piano condotto per A 
e per a/3 . . . e cosi via. 

L'eguaglianza ajSy = M, ABC = ir, tùtn = P . . . , significhe- 
ranno, in appresso, che M è il punto comune ai tre piani a, ^ y; 
che 7T è il piano condotto per i tre punti A, B, C, e che P è 
il punto comune al piano co ed alla retta m . . . Inoltre con 

u=zABCD si esprimerà che i punti A, B, C,D sono£sulla 

retta u. Nel piano, ponendo ab = M,p. 0M = iV. # .., s'intenderà 
di indicare con Mil punto comune alle rette a, b; con Nii punto 
comune alla retta p ed alla OM . . . ecc. 

AscHiERr, Geometria proiettiva* 1 
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Col signor Cremona (*) chiamerò figura un complesso qua- 
lunque di punti, di rette e di piani; concependo le rette e i piani 
indefinitamente estesi. I punti, le rette e i piani sono cosi gli 
elementi della figura. 

2. Projettare da un punto fisso O un altro punto M, che può 
anche variare dì posizione, significa condurre in ciascuna posi- 
zione di M la congiungente OM, che sarà detta raggio proiet- 
tante, mentre O sarà il centro di projezione. Ogni retta condotta 
per è dunque raggio projettante i vari punti della retta stessa. 

Se tn è una retta qualunque non passante per O (fig. i), 
essa determina con O il piano Om. In generale, un raggio pro- 
jettante condotto nel piano Om 
sega. la retta tn in un punto M, e 
quindi projetta un punto di w. In 
una sola posizione il raggio projet- 
tante condotto nel piano Om non 
projetta alcun punto di m; quando 
è parallelo alla retta ni. E poiché, 
a misura che il raggio projettante 
si accosta ad essere parallelo alla tn, 
il punto ove esso raggio sega la tn, 
va allontanandosi da ogni altro as- 
segnato sulla tn, così noi diremo 
che il raggio OQ! projettante pa- 
rallelo alia tn projetta il punto all'infinito della tn: ogni raggio pro- 
jettante condotto nel piano Om profetta quindi un punto della m. 
Projettare la retta tn dal centro 0, significa projettare i vari 
punti di tn, cioè costruire il piano Om che dicesi piano projet- 
tante. Ogni piano condorto per è dunque piano projettante le 
varie sue rette. 

3. Tagliare con un piano fisso co (fig. i) una retta m , che 
può anche variare di posizione fuori del piano w, significa tro- 
vare in ogni posizione di m il punto S~ww comune al piano o> 
ed alla retta; ed S dicesi anche traccia della retta sul piano w. 

Se la retta m non sega il piane w, cioè se è parallela al 
piano co, diremo che la traccia m<* non è altro che il punto al- 




' / * ff 




Fig. L 



l'infinito della retta stessa tn. 



(*) Vedi Elementi di Geometria proiettiva , pag. i. 
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Tagliare con a> un piano p. significa tagliare le varie rette 
di fi: cioè trovare l'intersezione pco. Se poi y. è parallelo ad co 
diremo allora che p verrà tagliato da co secondo la sua retta al- 
l' infinito. In ogni caso la retta p» dicesi la traccia del piano p. 
sopra co. 

4. Projettare da un centro sopra un piano co, non passante 
per 0, significa projettare da e poscia tagliare con co. Il piano co 
dicesi allora quadro o piano di projezione, o piano iconico. Per le 
definizioni poste possiamo dire: 

« Projettando da un centro sopra un piano co un punto qua- 
» lunque M si ottiene sempre un punto M! (fig. i), che dicesi 
» r immagine o projezione di M. 

« Similmente projettando su co una retta qualunque in non pas- 
» sante pel centro di projezione, si ottiene una retta m 1 che 
» dicesi l'immagine o la projezione di in; ed è il luogo delle im- 
» magini o projezioni dei vari punti di m. I punti e le rette del 
» quadro co hanno per projezioni sé medesimi. » 

5. Se la retta in non è parallela al quadro e lo sega quindi 
in un punto al finito covi = S , allora nel piano projettante Om 
il raggio projettante parallelo ad in (fig. 2) segherà certamente 
<■* in un punto al finito Q ! della immagine in'; la quale passerà 
per 5. Similmente il raggio projettante situato in Om e parallelo 
ad ivi segherà certamente la retta m in un punto al finito R. Il 
punto Q' è l'immagine del punto all'infinito di m; ed R è il 

punto di in la cui immagine è il 

punto all'infinito di in 9 . I punti R /\ /\ 

e Q! diconsi punti limiti. Ora, per / / A I 

ogni retta parallela alla in, il punto / .-i--y\ \ 

@ è sempre il medesimo, diremo °f\ """ f / V 1 / 

• 1 / \ 1 i — — ^ * 

perciò : 

« Ogni retta ha un punto al- 
l' infinito, che le è comune con tutte 
le rette ad essa parallele. » 

6. Conduciamo per la retta in I / 
un piano e (fig. 2) che taglierà co / */ 
in una retta co7 = 5 passante per V 

5. Il piano projettante parallelo a a F,g ' *' 

segherà co in una retta q 1 passante per Q; e il piano projettante 
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parallelo ad co segherà a in una retta r passante per R. La retta 
q' è l'immagine della retta all'infinito del piano ex, ossia il luogo 
delle immagini dei punti all'infinito delle rette di cr. 

La retta r è quella retta del piano a, la cui immagine è la 
retta all'infinito del quadro &>; ossia è il luogo dei punti R di a 
le cui immagini cadono all'infinito. Le rette r e q 1 sono dette 
rette limiti; e sono i luoghi dei punti limiti: tali rette sono pa- 
rallele fra loro, perchè parallele alla retta ci>a = .y. Osserviamo 
poi che, per ogni piano parallelo a <j, la retta q 1 è sempre la 
stessa, diremo perciò: 

« Ogni piano ha una retta all'infinito, che gli è comune con 
tutti i piani ad esso paralleli. » 

7. Con le definizioni poste degli elementi a distanza infinita, 
vengono evidentemente a determinarsi reciprocamente in modo 
unico e senza eccezione, i punti di due rette m ed vi , di cui l'una 
sia l'immagine dell'altra; poiché ogni punto di m ha la sua im- 
magine in ni', e viceversa ogni punto di ni è la immagine di un 
punto della retta obbiettiva m: e vengono pure a determinarsi 
allo stesso modo reciprocamente i punti e le rette di due piani, 
di cui uno, sia l'immagine dell'altro. In altri termini, per le 
definizioni date degli elementi all'infinito, possiamo dire: 

« Due rette in un piano si tagliano sempre in un punto il 
quale è all'infinito, quando sono parallele. 

« Due piani si tagliano sempre lungo una retta, che è situata 
all'infinito, quando i piani sono paralleli. 

« Finalmente una retta ed un piano non passante per la retta, 
oppure tre piani non passanti per la stessa retta, si tagliano in 
un punto, il quale è all'infinito quando la retta è parallela al 
piano, oppure i tre piani sono paralleli alla stessa retta. » 

Osservandq poi che i punti all'infinito sono situati in rette 
all'infinito, due qualunque delle quali si debbono concepire come 
aventi un punto in comune, il punto cioè all'infinito della retta 
intersezione dei due piani in cui giaciono, cosi diremo che gli 
elementi all'infinito sono in un piano, che chiameremo piano al- 
l' infinito. 

8. Projettare da una retta fissa s un punto M, che può va- 
riare di posizione fuori della retta s , significa costruire, in cia- 
scuna posizione di M, il piano sM. La retta fissa s dicesi così 
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asse di proje^ione. Tagliare con una retta fissa t un piano p, che 
può anche variare di posizione non passando per t, significa tro- 
vare in ciascuna posizione di f* l'intersezione tp. 

Si può projettare da un asse s anche una retta m quando 
tagli Tasse: basterà allora projettare da s un punto qualunque 
di m, cioè costruire il piano sm. 

Similmente si può tagliare con t una retta m, quando m sia 
in uno stesso piano con t: basterà allora tagliare con t un piano 
qualunque passante per m, cioè trovare il punto tm. 

Le projezioni e le sezioni ora definite costituiscono le opera- 
zioni fondamentali della Geometria projettiva. Esse servono, come 
vedremo, allo scopo principale della Geometria stessa che è quello 
di porre alcuni principi di trasformazioni o corrispondente, me- 
diante i quali e si producono e si studiano le figure. 

9. Intanto con le operazioni si vengono a produrre le se- 
guenti cinque figure: 

i) Un numero qualunque o anche la totalità delle rette che 
passano per un punto fisso e sono situate in uno stesso piano w. 
Tale figura dicesi fascio di raggi; O è il centro, « è il piano del 
fascio. Il fascio di raggi può essere prodotto, per esempio, dal 
projettare da un centro i punti di una retta non passante per 0. 

2) Un numero qualunque o anche la totalità dei piani pas- 
santi per una stessa retta s. Tale figura dicesi fascio di piani ed 
s è l'asse del fascio. Il fascio di piani può essere prodotto proiet- 
tando da un asse s i punti di una retta non segante Tasse. 

3) Un numero qualunque o anche la totalità dei punti di 
una retta. Tale figura dicesi punteggiata. Essa può essere pro- 
dotta, per esempio, tagliando con una retta t un fascio di piani 
o di raggi. 

La punteggiata, il fascio di raggi, il fascio di piani conside- 
rati nella totalità dei loro elementi si dicono forme fondamentali 
di i. a specie; o spa%i lineari di una dimensione. Risulta eviden- 
temente: 

Eseguendo un'operazione sopra una forma fondamentale di i. a 
specie, si ottiene pure una forma fondamentale di i. a specie. 

4) Un numero qualunque o anche la totalità delle rette, e 
dei piani passanti per uno stesso punto O. Tale figura dicesi 
Stella di raggi e di piani; il punto è il centro della stella. 
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Essa nasce dal projettare da un centro una figura composta di 
punti e di rette. 

5) Un numero qualunque o anche la totalità dei punti e 
delle rette di un piano. Tale figura dicesi Sistema piano o piano 
rigato e punteggiato. Essa nasce dal tagliare con un piano una 
figura composta di rette e di piani; e cosi dal tagliare con un 
piano una stella di raggi e di piani. 

Il piano considerato come composto de' suoi punti; oppure 
come composto delle sue rette; e la Stella considerata come com- 
posta dei suoi raggi oppure dei suoi piani, si dicono forme fon- 
damentali -di 2. a specie o spa^i lineari a due dimensioni. Risulta 
quindi: 

Eseguendo un'operazione sopra una forma fondamentale di 2. a 
specie, si ottiene una nuova forma fondamentale pure di 2. a specie. 
In una parola: 

La specie di una forma fondamentale non viene alterata con le 
operazioni della Geometria projettiva. 

10. Lo spazio in cui noi concepiamo le figure, sia che si ri- 
guardi composto dei suoi punti che dei suoi piani, si dirà forma 
fondamentale di j." specie o spazio lineare di tre dimensioni. 

In una forma fondamentale di data specie sono adunque con- 
tenute infinite forme fondamentali di specie inferiore. 

Così lo spazio contiene infinite forme fondamentali di i. a e 
2. a specie, ossia infiniti spazi lineari di una dimensione e di due 
dimensioni. 

E propriamente contiene tre diversi spazi lineari di una di- 
mensione, cioè: le rette, i fasci di raggi, i fasci di piani. Questi 
ultimi nascono dalla retta colla projezione da un centro e da un 
asse. Anzi se supponiamo la retta uno spazio continuo, cioè se 
supponiamo che i punti di una retta si succedano senza interru- 
zione, lo stesso accade allora dei raggi e dei piani di un fascio. 
Quindi la continuità della retta porta seco la continuità del piano 
e dello spazio, costituiti dai loro punti. 

Lo spazio contiene due forme fondamentali di 2. a specie o 
spazi lineari di due dimensioni; il piano e la stella; la stella 
nasce dal piano colla projezione da un centro. 

Nel piano e nella stella vi sono contenute soltanto due diversi 
spazi lineari di una dimensione. Nel piano vi è la retta ed il 
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fascio di raggi, il quale nasce precettando la retta da un centro 
preso nel piano. 

Nella stella vi è il lascio di raggi e il fascio di piani, il quale 
nasce projettando un fascio di raggi da un raggio della stella. 

È bene adunque ritenere che delle quattro operazioni definite 
due sole si possono effettuare nel piano, cioè la projezione da 
un centro e la sezione con una retta; le altre due, cioè la pro- 
jezione da un asse e la sezione con un piano, si effettuano nella 
stella. 

§ 2. Principio di Dualità nel piano. 

1. Le figure della Geometria possono appartenere al piano, 
alla stella; oppure esclusivamente allo spazio. Avremo così la 
Geometria del piano, quella della stella e quella dello spazio. 

Il piano e la stella come forme fondamentali di 2. a specie, lo 
spazio come forma fondamentale di 3.* specie hanno, per defini- 
zione, due elementi generatori di natura differente. 

I due elementi generatori per il piano sono il punto e la 
retta; per la stella: il raggio ed il piano; per lo spazio il punto 
ed il piano. Se il piano lo si riguarda generato dal punto, cia- 
scuna retta è il luogo dei suoi punti; se il piano si riguarda ge- 
nerato dalla retta ciascun punto è allora determinato come centro 
di un fascio di raggi; il che si esprime dicendo che il punto è 
l'inviluppo delle rette che in esso si incrociano. 

2. Similmente quando la stella è generata dal raggio, ciascun 
piano della stella è il luogo dei suoi raggi; e se invece la stella 
è generata dal piano, allora ciascun raggio è determinato come 
asse di un fascio di piani; il che si esprime dicendo che ciascun 
raggio è l'inviluppo dei piani che passano per esso. 

Quando finalmente lo spazio si genera col punto, ciascun 
piano e ciascuna retta è il luogo dei suoi punti; e quando si ge- 
nera invece col piano ciascun punto è determinato come centro 
di una stella di piani; il che si esprime dicendo che il punto è 
allora l'inviluppo dei piani che passano per esso; e la retta è 
l'inviluppo dei piani che in essa si tagliano. 

3. La generazione duale delle forme fondamentali di 2. a e 
3- a specie conduce ad un principio che diremo di Reciprocità o 
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di Dualità mediante il quale da una figura o proposizione della 
Geometria di una delle dette forme se ne ricava un'altra scam- 
biando fra loro i due elementi generatori della forma; cosicché 
una coppia formata da due elementi di cui l'uno giaccia sull'altro 
venga cambiata in una coppia di elementi analoghi. In tal modo 
agli elementi generatori di una stessa natura appartenenti alla 
figura o proposizione data, vengono a corrispondere nell'altra al- 
trettanti elementi generatori dell'altra natura. Due figure o pro- 
posizioni che si ricavano l'una dall'altra nel modo anzidetto sa- 
ranno dette Correlative o Reciproche. 

A porre in chiaro intanto la verità del Principio di Dualità 
nel piano,* valgono i seguenti esempi. 

4. Nel piano sono correlative le seguenti figure e proposizioni: 



Due punti di un piano de- 
terminano una retta , la loro 
congiungente. 

Punteggiata è una serie qua- 
lunque di punti di una stessa 
retta detta sostegno della pun- 
teggiata. 

Poligono completo è la figura 
composta di un numero qua- 
lunque n di punti (vertici) che 
a tre a tre non sono in una 

n (n — i) 

stessa retta; e delle — 

2 

rette (lati) che congiungono gli 
n punti presi a due a due. 

Per n = 4 si ha il quadran- 
golo completo (fig. 3) figura di 4 
vertici ji, B, C, D e di sei lati: 
AB, CD, BC, AD, CA, BD. 
Due lati come AB, CD, che 
non passano per lo stesso ver- 
tice, diconsi opposti. Vi sono dun- 
que tre coppie: AB, CD; BC, 
AD; CA, BD di lati opposti. 

Punto diagonale è l' interse- 



Due rette determinano un 
punto, la loro intersezione. 

Un fascio di raggi è una 
serie qualunque di rette pas- 
santi per uno stesso punto detto 
centro del fascio. 

Moltilatero completo è la fi- 
gura composta di un numero 
qualunque n di rette (lati), che 
a tre a tre non passano per uno 

11(11— 1) 
stesso punto; e degli 

punti (vertici) intersezioni delle 
n rette prese a due a due. 

Per n = 4 si ha il quadri- 
latero completo, figura di 4 lati 
a, b, e, d (fig. 4) e di sei vertici: 
ab, ed, bc , ad, ca, bd. Due 
vertici, come ab, ed, che non 
si trovano sullo stesso lato, di- 
consi opposti. Vi sono dunque 
tre coppie: ab, ed; bc, ad; 
ca, bd di vertici opposti. 

Diagonale è la retta che uni- 
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zione di due lati opposti; vi 
sono così 3 punti diagonali. 
Per n = 3 si ha il triangolo. 




Fig. 3 



sce due vertici opposti; vi sono 
così 3 diagonali. 

Per n = 3 si ha il trilatero. 




Fig. 4 



Un triangolo è quindi anche un trilatero. 



Se gli n punti dati si con- 
siderano in un ordine determi- 
nato si ha allora il poligono 
semplice od ordinario, figura 
composta di n punti (vertici) e 
delle n rette (lati) che congiun- 
gono successivamente gli n punti 
presi nell'ordine considerato. 



Se le n rette date si con- 
siderano in un ordine determi- 
nato, si ha allora il moltilateto 
semplice od ordinario, figura di 
n rette (lati) e degli n punti 
(vertici) di intersezione delle n 
rette prese successivamente nel- 
l'ordine considerato. 



È chiaro quindi che un poligono ordinario è per conseguenza 
anche un moltilatero ordinario. 

5. Dato un poligono completo di n vertici o un moltilatero 
completo di n lati, si possono gli n vertici o gli n lati ordinare 
in 1. 2. 3... n modi differenti: cioè in tanti modi quante sono 
le permutazioni di n cose. Però ad ogni permutazione corrisponde 
un poligono semplice, che è sempre il medesimo per. le altre n — 1 
permutazioni che si ottengono da quella, prendendo successiva- 
mente per primo elemento il 2. , il 3. . . . Yn mo e distribuendo 
gli altri successivamente nel loro ordine, fino a ritornare all'ele- 
mento di partenza. Otteniamo pure evidentemente lo stesso poli- 
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gono prendendo in ordine inverso, a partire dall'ultimo, gli ele- 
menti della permutazione considerata e derivando dalla nuova 
permutazione altre n — i nello stesso modo che abbiamo operato 
sulla prima. Segue da ciò subito: 

Da un poligono completo di n vertici o da un moltilatero com- 
pleto di n lati si possono derivare: }. 4... (n — 1) poligoni semplici. 

Cosi da un esagono completo si possono derivare éo esagoni 
semplici. In un esagono semplice si dicono opposti due vertici o 
due lati, che siano separati (da una parte e dall'altra) da altri 
due vertici o lati consecutivi. In un esagono abbiamo così tre 
coppie di vertici e di lati opposti. Diremo poi diagonale la retta 
che unisce due vertici opposti; e punto diagonale il punto comune 
a due lati opposti. Un esagono semplice ha dunqne tre diagonali 
e tre punti diagonali. 

Per brevità diremo esagono di Pascal un esagono semplice i 
cui tre punti diagonali siano sopra una retta, che sarà detta 
retta di Pascal. Diremo invece esagono di Brianchon un esagono 
semplice, le cui diagonali passano per un punto che sarà detto 
il punto di Brianchon. 

Un pentagono completo dà luogo a 12 pentagoni semplici. 
In un pentagono semplice diremo opposti un vertice ed un lato, 
che sieno separati (da una parte e dall'altra) da uno dei due ri- 
manenti vertici. 

Un quadrangolo completo dà luogo a tre quadrangoli o qua- 
drilateri semplici. In un quadrilatero semplice saranno opposti 
due vertici e due lati non consecutivi. Anche qui chiameremo 
diagonale la retta che unisce due vertici opposti, e punto diago- 
nale l'intersezione di due lati opposti. In un quadrangolo o qua- 
drilatero semplice vi sono dunque due coppie di vertici e di lati 
opposti, due diagonali, due punti diagonali. 

6. Nel piano sono fondamentali i seguenti teoremi: 



Se due triangoli ABC, A'B'C 
hanno le coppie A, A'; B, B r ; 
C, C di vertici allineate con un 
punto fisso O, le coppie AB, A'B'; 
BC, B'C; CA, C'A' di lati si 
tagliano in punti di una stessa 
retta s. 



Se due trilateri abe, a'b'c f 
hanno le coppie a, a'; b, b'; e, e' 
di lati segantisi in punti di una 
stessa retta s, le coppie ab, a'b'; 
bc, b'c'; ca, c'a' di vertici sono 
allineate con un punto fisso O. 
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Infatti, conduciamo per una 
retta ad arbitrio l fuori del piano; 
e da due punti 5, S 1 presi arbi- 
trariamente sulla retta proiet- 
tiamo i triangoli ABC, AVO 
rispettivamente. Allora le coppie 
di raggi SA, S'A'; SB, S'V; 
SC, S'C si segheranno rispet- 
tivamente nei punti A t9 B t , C t 
Il piano Afi^ taglia quello 
dei due triangoli dati in una retta 
s; in cui giacciono i punti ove 
il piano stesso dei due triangoli 
viene tagliato dalle coppie SAB 7 
?AB'; SBC, S'V C; SCA, S'O A 
di piani; il che dimostra eviden- 
temente quanto si voleva. 



Infatti, conduciamo per s un 
piano d ad arbitrio ed in quel 
piano conduciamo rispettivamen- 
te per i punti ad, bb\ ce 9 le 
rette a ly b n c % a formare il trila- 
tero tf,fy; r Projettiamo da a n b n c f 
rispettivamente le coppie a, a'; 
h, b'\ e, d di lati dei due trilateri 
dati; allora i piani projettanti i 
lati di a, b, e si taglieranno in 
un punto 5 e quelli projettanti 
i lati d,b\ e 9 si taglieranno in 
un punto S'. Quindi le congiun- 
genti i punti ab, db'; bc, b'c'; 
ca, c'd taglieranno la retta SS 1 
nel punto ove SS 1 taglia il 
piano dei due trilateri: e. d. d. 
I due* triangoli ABC, AVO; o i due trilateri abe, db'c', si 
dicono omologici; è il centro di Omologia; s ne è Tasse. È 
bene osservare che i detti triangoli o trilateri si deducono l'uno 
dall'altro con un numero finito di operazioni. Cosi si passa evi- 
dentemente dal triangolo ABC al triangolo AVO proiettando 
ABC del centro S; tagliando poscia col piano A t B,C,; proiettando 
da S' il triangolo ^/,B,C, e tagliando finalmente col piano dei due 

triangoli dati. 

7. Dai teoremi ora dimostrati si deducono i seguenti: 
Se due quadrangoli ABCD, Se due quadrilateri abed, 

A'B'C'D' hanno cinque coppie: a'b'c'd' hanno cinque coppie: ab, 
AB, A'B'; BC, B'C CA, C'A'; a'b'; bc, b'c'; ca, c'a'; ad, a'd'; 
AD, A'I)'; BD, B'D' di lati se- bd, b'd' di vertici allineate con 
gantisi in punti di una stessa uno stesso punto O, anco i ver- 
retta s; anco i lati della sesta tici della rimanente coppia ed, 
coppia CD, CD' si taglieranno c'd' saranno allineati col punto O. 
in un punto di quella retta. 

Infatti (a sinistra) i triangoli ABC, AVO (teorema prece- 
dente) sono omologici; cioè le rette AA\ BV, CC concorre- 
ranno in uno stesso punto O. Sono pure omologici i triangoli 
ABD, A B'D' ed il centro di omologia è ancora O: perchè in 
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O concorrono le rette AA\ BB r quindi anche DD\ Dunque i 
triangoli A CD, A CD 1 sono omologici essendo il centro di 
omologia e la retta congiungente i punti AC, A'C; AD, AD' 
Tasse di omologia. Ma la retta congiungente i punti nominati è 
per i potesi la retta s: dunque anche CD, CD 1 si tagliano in s. 
Sostituendo ai punti rette e viceversa si dimostra il teorema 
correlativo a destra. 



§ 3. Princìpio di Dualità nella stella* 

1. Ad illustrare il principio di dualità nella stella valgono le 
seguenti figure e proposizioni fra loro correlative nella stella: 



Due piani della stella deter- 
minano un raggio di essa. 

Angolo moltispigolo completo 
è la figura composta di un nu- 
mero qualunque n di raggi (spi- 
goli) non situati a tre a tre nello 

n Q — i) 
stesso piano, e degli 

piani (faccie) determinati dagli 
n raggi presi. a due a due. 

Per « = 4 si ha V angolo 
quadrispigolo completo, figura di 
4 spigoli e 6 faccie. 

Due faccie si dicono opposte 
quando non passano per uno 
stesso spigolo. Abbiamo così tre 
coppie di faccie opposte. 

L'intersezione di due faccie 
opposte sarà detta spigolo dia- 
gonale. Vi sono cosi tre spigoli 
diagonali. | nali. 

Per n = 3 si ha il triedro semplicemente. 

Avremo anco nella stella T angolo poliedro semplice e l'an- 
golo moltispigolo semplice; e un angolo moltispigolo semplice 
di 11 spigoli sarà anche un angolo poliedro semplice di n faccie, ecc. 



Due raggi della stella ne de- 
terminano un piano. 

Angolo poliedro completo è la 
figura composta di un numero 
qualunque n di piani (faccie), 
che non si segano a tre a tre 
lungo la stessa retta, e delle 

n ( n — , . r x . 
rette (spigoli) inter- 

sezioni degli n piani, presi a 
due a due. 

Per «==4 si ha V angolo 
tetraedro completo, figura di 4 
faccie e 6 spigoli. 

Due spigoli si dicono opposti 
quando non si trovano nella 
stessa faccia. Abbiamo cosi tre 
coppie di spigoli opposti. 

Il piano di due spigoli op- 
posti lo diremo piano diagonale. 
Vi sono così tre piani diago- 
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Viceversa poi è chiaro, che, tagliando con un piano un angolo 
moltispigolo completo o semplice, si ottiene un poligono com- 
pleto o semplice, e tagliando invece un angolo poliedro completo 
o semplice; si ottiene un moltilatero completo o semplice, ecc. 
2. I teoremi fondamentali della stella sono i seguenti: 
Se si hanno due triedri afiy, Se si hanno due triedri abc, 

a '/5'/ P er l quali li coppie di 
f accie: oc, a; fi, fi; y,y r si tagliano 
in rette di uno stesso piano o>, 
allora le coppie a$, a'fi'j $y, /3'/; 
ya, y'a! di spigoli sono posti in 
piani passanti per una stessa 
retta o. 



abc, per i quali le coppie a, a'; 
b, b'; e, e' di spigoli siano posti 
in piani passanti per una stessa 
retta o, le coppie ab, a'b'; bc, 
b'c';*ca, c'a' di f accie si ta- 
glieranno in rette di uno stesso 
piano cr. 

Infatti (a destra) tagliamo i due triedri con un piano qua- 
lunque re non appartenente alla stella, otterremo due triangoli che 
per il teorema del n.° 6 sono omologici. Se indichiamo con s 
l'asse di omologia e lo projettiamo dal centro della stella otter- 
remo il piano a in cui giacciono le tre rette in cui si tagliano le 
coppie di faccie nominate dei due triedri àbc y a'b'c'. 

Allo stesso modo si dimostra il teorema correlativo a sinistra. 
Come si è fatto per il piano, così per la stella dai teoremi pre- 
cedenti si deducono i seguenti: 



Se due angoli [tetraedri ccfiyd. 



Jrj.'^f 



Se due angoli quadrispigoli 
abed, a'b'c'd' hanno cinque cop- 
pie di faccie: ab, a'b'; bc, b'c'; 
ca, c'a'; ad, a'd'; bd, b'd' che 
si tagliano in rette di uno stesso 
piano, in questo piano si troverà 
la retta intersezione della rima- 
nente coppia ed, c'd'. 



p/a hanno cinque coppie di 
spigoli: a/3, a'p'; $y, fi'y 1 ; or/, 
ya; ad, oìcf; fid, fidi situate 
iti piani passanti per una stessa 
retta, per questa retta passerà 
il piano della rimanente coppia 

yà, y'8. 

3. Il principio di dualità nella stella che abbiamo visto verifi- 
carsi in tutti gli esempi adotti di figure e proposizioni, resta in- 
teramente dimostrato qualora la stella si immagini simultaneamente 
generata da un suo raggio e da un suo piano fra loro perpendi- 
colari; poiché quando un raggio percorre un fascio di raggi il 
piano genera un fascio di piani avente per asse il raggio perpen- 
dicolare al piano del fascio di raggi. 

In altri termini, in questo modo, con costruzioni regolate da 
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una stessa legge, viene dato un Principio di corrispondenza fra 
gli elementi della stella in modo che, ad un raggio della stella 
viene a corrispondere un unico piano, il piano perpendicolare al 
raggio; e viceversa a quel piano corrisponde il raggio; e quando 
il raggio descrive un fascio di raggi della stella, il piano corri- 
spondente descrive ,un fascio di piani intorno al raggio della stella 
corrispondente al piano del fascio di raggi. Diremo sistema polare 
elementare della stella il sistema formato da ogni raggio della stella 
a cui sia coordinato il relativo piano normale; e diremo elementi 
polari fra loro un raggio ed il suo piano corrispondente. 

4. Tagliando il sistema polare di una stella con un piano non 
passante pel centro della stella stessa si otterrà un sistema polare 
elementare del piano. In altri termini resta determinato nel piano 
un Principio di Corrispondenza per modo che ad ogni punto Q' 
del piano viene a corrispondere una sola determinata retta q f che 
diremg la retta polare di Q: e viceversa a q' viene a corrispon- 
dere Q'; e Q sarà detto il polo di q. 



Per ottenere sul piano la 
retta q' corrispondente di un punto 
Q', basta descrivere un cerchio 
(fig. 5) avente per centro C n 
il piede della perpendicolare ab- 
bassato dal centro C della stella 
sul piano, e per raggio la lun- 
ghezza C 9 (C) della perpendi- 
colare stessa. Unendo Q' con C t 
si conduca il raggio C f (C) del 
cerchio normale a Q'C 9 e si 
conduca (C) H normale in (C) 
a (C)Q'- Pel punto H in cui (C)H sega C t Q' si conduca q' 
normale in /fa Q r C t ; q' sarà la retta polare di Q'. 

Infatti se il triangolo rettangolo (C) Q'H si immagina rotare 
intorno alla sua ipotenusa HQ' fintanto che (C) cada nel centro 
C della stella, allora il piano Cq 1 è normale al raggio CQ 1 della 
stella stessa; epperò Q r e q 1 sono elementi fra loro corrispondenti. 
È ovvio il concepire come dato q si trovi Q. 

Cosi abbiamo indicata adunque per la stella e per il piano 
una speciale costruzione geometrica colla quale resta dimostrato 




Fig. 5. 
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in quelle forme il principio di Dualità, benché sussistente senza 
altro per se stesse come è risultato dagli esempi dati. 

§ 4. Principio di Dualità. ne/lo spazio. 

1. Nello spazio sono correlative tra loro le seguenti proposi- 
zioni e figure: 



Due punti A, B determinano 
una retta, la loro congiungente 
AB. 

Una retta m ed un punto P 
non appartenente ad in, deter- 
minano un piano mP che li con- 
tiene. 

Tre punti A, B, C non posti 
in linea retta determinano un 
piano AB C che li contiene. 



Due piani a, fi determinano 
una retta; la loro intersezione 
«/S. 

Una retta m ed un piano r. 
non passante per m determi- 
nano un punto M7r, loro inter- 
sezione. 

Tre piani ce, fi, y non pas- 
santi per una stessa retta deter- 
minano un punto ufiy, come loro 



intersezione. 

Queste proposizioni danno luogo ad altrettanti » problemi a due 
a due correlativi, che si risolvono in Geometria Descrittiva. 
2. Sono correlative le seguenti figure e proposizioni: 



Il poligono gobbo completo è 
la figura composta di un nu- 
mero qualunque n di punti (ver- 
tici) non posti a quattro a quat- 
tro nello stesso piano; delle 

11 (n — 1) . 

— rette (lati o spigoli) 

che congiungono questi punti 

presi a due a due; e degli 

ti (n — 1 ) (11 — 2) . . 

— — piani (me- 

eie) determinati dagli n punti 
presi a tre a tre. 

Per n = 3 si ha il triangolo 
del piano. 

Per n = 4 si ha il quadrigono 
gobbo figura di quattro vertici, 
sei spigoli e quattro piani. 



Il poliedro completo è la fi- 
gura composta di un numero 
qualunque n di piani (faccie) 
che non passano a quattro a 
quattro per lo stesso punto; 



delle 



n (n — 1) 



rette (lati o 



spigoli) intersezioni di questi 

piani presi a due a due; e degli 

n (n — 1) (n — 2) 

— ^-^ punti (ver- 

tici) intersezioni degli n piani 
presi a tre a tre. 

Per n = 3 si ha il triedro 
della stella. 

Per n = 4 si ha il tetraedro 
figura di quattro piani, sei spigoli 
e quattro vertici. 



i6 
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3. Dunque un quadrigono è anche un tetraedro. Se A n A i7 
A^ A h sono i vertici del tetraedro saranno 

-14 A A A A 

gli spigoli o lati del tetraedro. 

Due spigoli, come A t A z9 A x A k che non si tagliano si dicono 
opposti. Si hanno così tre coppie di spigoli opposti. 

Le quattro faccie del tetraedro sono i piani: 

a, = A % A % A k ) a a = A z A x A ki « 3 = A x A % A ki a 4 = A x A % A r 

Si dicono fra loro opposti un vertice A r , ed un faccia a, 
(r=i, 2, 3, 4) quando la faccia non contiene il vertice. Ogni 
vertice ha adunque la sua faccia opposta. È chiaro che: 

Tagliando con un piano un tetraedro si ottiene un quadrilatero 
completo nel quale sono opposti due vertici intersezioni del piano con 
due spigoli opposti del tetraedro. 

Projettando da un centro un tetraedro si ottiene un angolo qua- 
drispigolo; in cui sono opposte le faccie che projettano due spigoli 
opposti del tetraedro. • 



4. Per n = 5 si ha il penta- 
gono gobbo, figura di cinque 
vertici, dieci spigoli e dieci fac- 
cie. Siano A t (r = 1, 2.... 5) i 
cinque vertici del pentagono. 
Un vertice A t ed il tetraedro 
A X A^A Z A^ determinato dagli altri 
quattro si diranno fra loro op- 
posti. Ogni vertice ha così un 
opposto tetraedro. Projettando 
da un vertice i vertici e i lati 
del tetraedro che si oppone al 
vertice stesso, si ottengono i 
rimanenti lati e le rimanenti 
faccie del pentagono. Un lato 
e la faccia determinata dagli altri 
tre vertici del pentagono si di- 
cono pure fra loro opposti. Ogni 
lato ha la sua faccia opposta. 



Per n = 5 si ha il pentaedro 
completo figura di cinque piani, 
dieci spigoli e dieci vertici. Se 
oi t (r = 1. 2. 3. 4. 5) sono le fac- 
cie del pentaedro, ogni faccia 
oc % ha un tetraedro opposto, quello 
formato dalle altre quattro fac- 
cie a 4 , a,, a 4 , a 5 . Ogni lato a x a. % ha 
un vertice opposto, quello deter- 
minato dalle tre rimanenti fac- 
cie «,a 4 a 5 . Tagliando con una 
faccia del pentaedro il tetraedro 
che è opposto alla faccia stessa 
si ottiene un quadrilatero com- 
pleto i cui vertici e i cui lati 
sono i rimanenti vertici e lati 
del pentaedro. 
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Per n = 6 si ha 1' esagono 
gobbo completo, figura di sei 
vertici, quindici lati, venti faccie. 
Ogni vertice ha un pentagono 
opposto, quello formato dai cin- 
que vertici rimanenti. Ogni fac- 
cia ne ha una opposta, quella 
determinata dai vertici non con- 
tenuti in quella faccia. 



Per n = 6 abbiamo l'esaedro 
completo, figura di sei faccie, 
quindici spigoli, venti vertici. 
Ogni faccia dell'esaedro ha un 
pentaedro opposto, quello for- 
mato delle cinque rimanenti. 
Ogni vertice ne ha uno opposto, 
quello determinato dalle faccie 
non passanti per quel vertice. 



5. Considerando i vertici di un poligono gobbo completo in un 
certo ordine e in quell'ordine unendo il primo col secondo, il se- 
condo col terzo — l'ultimo col primo; e poi costruendo i piani del 
primo, secondo, terzo; del secondo, terzo, quarto; ecc., dell'ultimo, 
del primo e del secondo vertice, si ottiene una figura composta 
di n punti, n rette ed n piani che si dirà poligono gobbo semplice. 

La stessa figura si ottiene in modo correlativo nel considerare 
in un certo ordine le faccie di un poliedro completo. 

Un poligono gobbo semplice è dunque anche un poliedro 
semplice. 

Come per i poligoni del piano, cosi sono contenuti 3. 4. . . (n - 1) 
poliedri o poligoni gobbi semplici in un poliedro completo di n 
faccie, e in un poligono gobbo completo di n vertici. 

È utile osservare che un poligono gobbo completo è determi- 
nato dalle faccie di un poligono gobbo semplice in esso contenuto. 
Cosi in un pentagono gobbo completo A x A % A t A h A B consideriamo 
un pentagono semplice, p. es. quello che nasce dal prendere i 
vertici nell'ordine scritto; allora le cinque faccie A x A % A %y A % A t A k , 
A % A h A„ A^A s A t , A B A X A %Ì determinano interamente il pentagono 
gobbo completo; giacché tre faccie consecutive del pentagono 
gobbo semplice si tagliano in un determinato vertice del penta- 
gono stesso e quindi ciascun vertice del pentagono semplice, ep- 
però anche del completo, resta determinato come intersezione di 
tre piani che si tagliano nel vertice stesso. 

Correlativamente, bastano i vertici di un poliedro semplice 
contenuto in un poliedro completo per determinare quest'ultimo; 
essendone determinata ciascuna faccia col mezzo di tre punti. 
Cosi un pentaedro completo resta determinato dai cinque vertici 
di un pentaedro semplice in esso contenuto. 

Abcbirri, Geometria proiettiva. 2 
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6. Sono correlative le seguenti altre figure e proposizioni: 



Se quante si vogliono rette 
a due a due si tagliano senza 
passare tutte per uno stesso 
punto, allora le rette nominate 
sono in un piano. 

Due sistemi piani i quali 
siano sezioni di una stessa stella 
di centro si dicono prospet- 
tivi. 

E si dicono corrispondenti due 
punti e due rette dei due si- 
stemi che si trovano rispettiva- 
mente su uno stesso raggio o 
in uno stesso piano della stella. 

Se due triangoli posti in piani 
differenti n, n 1 hanno le coppie 
A, A'; B, B'; C, O di vertici al- 
lineate con un punto fisso, i due 
triangoli sono prospettivi ; e lo sono 
pure se hanno le coppie AB, A'B'; 
BC, B'C; CA, C'A' di lati se- 
gantisi in punti di una stessa 
retta. 

Infatti nel primo caso è evi- 
dente che i due triangoli sono 
sezioni di uno stesso triedro di 
vertice 0; nel secondo caso se- 
gue che le rette AA\ BB\ CC 
sono a due a due in uno stesso 
piano senza esserlo tutte tre; 
dunque concorrono in un punto. 



Se quante si vogliono rette 
sono a due a due in un piano, 
senza essere tutte in uno stesso 
piano, allora le rette nominate 
passano tutte per uno stesso 
punto. 

Due stelle che risultano dal 
projettare da due centri diversi 
uno stesso sistema piano, si di- 
cono prospettive. 

E sono corrispondenti due 
piani e due raggi delle stelle 
projettanti rispettivamente uno 
stesso punto e una stessa retta 
del sistema piano. 

Se due triedri hanno vertici 
differenti P, P', e le coppie a, a'; 
jS, /3'; y, y di f accie segantisi in 
rette di un piano fisso g>, i due 
triedri sono prospettivi; e lo sono 
pure se hanno le coppie a)3, a'/3'; 
j8y, fi'/; ya, j"a' di spigoli si- 
tuati in piani passanti per una 
stessa retta. 

Infatti nel primo caso è evi- 
dente che i due triedri proiet- 
tano uno stesso triangolo del 
piano co; nel secondo caso segue 
che le rette aa', /3/3', y/ a due 
a due si tagliano in un diverso 
punto; dunque sono situate in 
uno stesso piano; quindi ecc. 
Come si è visto per due quadrangoli e quadrilateri di uno 
stesso piano, seguono immediatamente i seguenti teoremi: 



Se due quadrangoli completi 
situati in piani diversi hanno 
cinque coppie di lati che si ta- 



Se due angoli tetraedri com- 
pleti aventi vertici diversi, hanno 
cinque coppie di spigoli giacenti 
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gitano in punti di una retta fissa; 
in un punto di questa retta con- 
corrono i lati della sesta coppia; 
e i due quadrangoli sono pro- 
spettivi. 

Se due quadrilateri completi 
situati in piani diversi hanno 
cinque coppie di vertici allineate 
con un punto fisso; anche la ri- 
manente coppia sarei in linea retta 
con quel punto; e i due quadri- 
lateri saranno prospettivi. 



in altrettanti piani passanti per 
una stessa retta; anche la rima- 
nenie coppia di spigoli si troverà 
in un piano passante per quella 
retta; e i due angoli tetraedri 
sono prospettivi. 

Se due angoli quadrispigoli 
aventi vertici differenti hanno cin- 
que coppie di /accie segantisi in 
cinque rette di un piano fisso; 
anche le /accie della rimanente 
coppia si segheranno in una retta 
di quel piano; e i due angoli 



quadrispigoli sono prospettivi. 
7. Si hanno ancora i seguenti teoremi correlativi: 



Se due tetraedri A B C D , 
A'B'C'D' hanno le coppie di ver- 
tici A, A'; B,B'; C, C; D, D' 
allineate con un punto fisso O; 
le coppie di lati: 

AB, A'B'; BC, B'C';.... 

t le coppie di /accie: 

ABC, A'B'C; BCD, B'C'D';.... 

si tagleranno rispettivamente in 
punti e in rette di uno stesso 
piano a». 



Se due tetraedri <*(2yd, a'fi'y'd' 
hanno le coppie di /accie a, a'; 
/3, /3'; y, y; d, & segantisi in rette 
di uno stesso piano a>; le coppie 
di spigoli: 

«/3, Jp h fa jS'yV... 
e le coppie di vertici: 

si troveranno rispettivamente in 
piani e in rette di una stessa 
stella di centro O. 



Infatti (a sinistra) i triangoli ABC, A'B'C sono prospettivi e 
l'intersezione dei loro piani viene tagliata da quella dei piani delle 
coppie di triangoli prospettivi: ABD, A'B'D'; BCD, B'C'D'; CAD, 
CAD'. Dunque le quattro coppie: 

ABC, A'B'C 1 ; ABD, A'B'D'; BCD, B'CD 1 ; CAD, CAD' 

di faccie dei due tetraedri AB CD, A'B'C'D' si segano in rette che 
a due a due si tagliano senza passare per lo stesso punto: perciò 
tali rette sono in un piano, ed il teorema enunciato a sinistra è 
quindi dimostrato. 
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Seguendo il principio di Dualità nello spazio si dimostra il 
teorema a destra. 

I due tetraedri ABCD, A'B'C'D 1 ; oppure i due afiyi, «'jS'/J'; 
diconsi omologici; O è il centro di omologia ed w il piano di omo- 
logia. E si dicono fra loro corrispondenti due vertici allineati 
con 0; due spigoli e due faccie che si segano rispettivamente in 
un punto e in una retta di w. Dato il centro O ed il piano w 
di omologia e due vertici corrispondenti, dall' un tetraedro si de- 
duce subito l'altro. 

8. Abbiamo visto che nel piano resta dato un principio di 
trasformazione col quale si dimostra il principio di Dualità, quando 
sia dato un cerchio ed il suo centro (vedi cap. I. § 3). Ogni 
punto P del piano ha la sua retta polare p t9 e quando un punto 
M percorre la retta p v la retta polare di M ruota intorno al polo 
P della retta p r Ciò posto, immaginiamo nello spazio una sfera 
(S) di centro e di raggio r. Un punto qualunque P dello spazio 
determina con O una retta PO. Un piano condotto per PO sega 
la sfera in un suo cerchio massimo; e in quel piano resta deter- 
minato adunque un sistema polare elementare, nel quale il punto 
P avrà la sua retta polare p t che segherà la retta PO in un 
punto H, che sarà sempre il medesimo in tutti i sistemi polari 
determinati nei piani condotti per PO. Il luogo geometrico delle 
rette polari di tutti questi sistemi polari è quindi evidentemente 
il piano 7T F perpendicolare in H alla retta PO. In questo modo 
per ogni punto P dello spazio, resta determinato un piano it f ; e 
viceversa il piano n t determina evidentemente in modo unico il 
punto P. Inoltre ad un punto Af del piano n t corrisponde un 
piano fi, passante per P. Ed invero il piano p 9 deve contenere la 
retta polare di M nel sistema polare piano determinato nel piano 
MHO. Ora in questo sistema piano la retta MH ha per polo il 
punto P, dunque la retta polare di M dovrà passare per P; quindi 
il piano fx # che deve contenere tale retta passerà per P. 

In tal modo resta dunque posto nello spazio un principio di 
trasformazione mediante il quale ad ogni punto P dello spazio 
corrisponde un piano 7r f ; e ad un punto M giacente nel piano n, 
corrisponde un piano (^ passante per P. Segue da ciò che ad una 
rettar m dello spazio corrisponderà un'altra retta m,: cioè se un 
punto M percorre una retta m il piano corrispondente p t ruoterà 
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intorno ad una retta m r Infatti immaginiamo per m due piani 7r, co; 
allora il punto M che percorre m muovendosi nei due piani 7r, co 
avrà per corrispondente un piano che passerà sempre per i punti 
corrispondenti di 7r, co; e quindi il piano in discorso roterà intorno 
alla retta P t Oi che unisce i punti P f , 0, corrispondenti ai piani tt, co. 

Resta adunque posto nello spazio un principio di trasforma- 
zione, mediante il quale da una figura si passa alla sua correlativa. 
Diremo sistema polare elementare di spazio il sistema formato da 
ogni punto P a cui sia coordinato il relativo piano corrispon- 
dente 7T,, che si dirà il piano polare del punto P; e P sarà detto 
// polo di 7r r E si diranno, come nella stella e nel piano, fra loro 
polari reciproche due figure che si deducono l'una dairaltra col 
principio detto. 

Nel sistema polare elementare del piano il centro del cerchio 
che Io determina ha per polare la retta all' infinito del piano; 
nello spazio il centro della sfera che determina il sistema po- 
lare elementare di spazio, ha per piano polare il piano all'infinito. 
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CAPITOLO II. 



Projettività delle forme fondamentali di 1/ specie. 



§ I. Definizioni e Generalità. 



1. Due forme fondamentali di I. a specie si diranno projettivc, 
o riferite fra loro projettivamente , quando si deducano l'una dal- 
l' altra con un numero finito di operazioni. Due elementi che si 
determinano reciprocamente colle operazioni che servono a pas- 
sare dall'una all'altra forma, si dicono fra loro corrispondenti; e 
si dice anche corrispondenza lineare od omografica, o semplicemente 

omografia, la corrispondenza che 
nasce fra gli elementi di due 
forme projettive. Così nella fi- 
gura 6 si passa dalla punteg- 
giata ABCD alla punteg- 
giata A.B.C.D. projettando 

da O , tagliando colla retta p, 
projettando da 9 e tagliando 
colla retta q ; e dalla A f BiC,D 9 : . . . 
si passa alla ABCD projet- 
tando invece da O n tagliando 
con p, projettando da e ta- 
gliando finalmente con u. 

Le punteggiate ABCD — ; 
AfB^fDf.... sono dunque pro- 
jettive ed: 







C^r 



A:t — -K' 

A, Jxm l iJ y Jjm J C# j Op U j Dm • • • • 

sono coppie di elementi corri- 
spondenti; perchè gli elementi 
di ciascuna coppia si determi- 
nano fra loro reciprocamente colle operazioni che servono a pas- 
sare dall'una all'altra forma. 




Kg. e. 
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2. Si dicono poi prospettive due forme che si deducano l'una 
dall'altra con una sola operazione; ed in particolare si dicono 
prospettive due punteggiate AB CD.... A' B'C* £/.... (fig. 7) che 




Kg. 7. 

siano sezioni di uno stesso fascio di raggi; e due fasci S^S^ 
di raggi che appartenendo ad uno stesso piano projettano una 
stessa punteggiata AB CD — di quel piano (fig. 8). 

Due forme prospettive sono evidentemente projettive. Cosi 
dalla punteggiata ABCD.... (fig. 7) si passa alla AlB'C'D?.... pro- 
spettiva alla prima, projettando da 0, tagliando con xL In due 
punteggiate prospettive sono dunque corrispondenti due punti 
che si trovano sopra uno stesso raggio del fascio di. cui esse 
sono sezioni. 

Similmente in due fasci prospettivi sono corrispondenti due 
raggi che projettano un medesimo punto della punteggiata pro- 
iettata dai fasci stessi. 

È evidente poi che, nel piano, due punteggiate prospettive e 
due fasci prospettivi sono figure correlative. 

3. Egli è chiaro che si possano concepire due forme projettive 
appartenenti ad una stessa forma fondamentale; ed allora le due 
forme si diranno projettive-sovrapposte. In tal caso si ha in altri 
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termini, una corrispondenza lineare od omografica fra gli elementi 
di una stessa forma. Così tagliando (fig. 8) con una retta i due 
fasci prospettivi S h S % si ottengono le due punteggiate A 9 B Ì C 9 D 9 ...\ 
A/B/QD/..., projettive sovrapposte. 




4. In due forme projettive si dice unito ogni elemento il cui 
corrispondente coincide coli' elemento stesso. Un elemento unito 
è dunque essenzialmente un elemento comune alle due forme. 
Cosi in due punteggiate prospettive u, u' il punto uu' — S (fi- 
gura 7) comune alle due punteggiate è un punto unito; e si- 
milmente è un raggio unito il raggio S^ comune a due fasci 
prospettivi; e perchè nelle due punteggiate A 9 B 9 C 9 D 9 ...; A'fff 9 C',iy r .. 
projettive sovrapposte (fig. 8) sono corrispondenti evidentemente 
due punti A v A' 9 che siano la sezione di U con due raggi S t A, 
S % A corrispondenti dei due fasci prospettivi 5,, 5 8 , ne segue che 
i punti E y F in cui la retta delle due punteggiate taglia rispet- 
tivamente 5j5 a , u sono punti uniti delle due punteggiate stesse. 

In due punteggiate projettive il punto che nell'una punteg- 
giata ha per corrispondente il punto all' infinito dell' altra si dice 
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punto limite di quella punteggiata. Così nelle due punteggiate 

prospettive u = ABCD n* = A'B'C'D'.... (fig. 7) i punti 

R, Q' che si ottengono conducendo da le parallele alle u' y u e 
tagliando rispettivamente con w, u\ saranno i punti limiti delle 
due punteggiate prospettive stesse. 

Quando in due punteggiate projettive si corrispondano fra 
loro i punti all'infinito delle punteggiate stesse, allora si dicono 
simili. Così tagliando un fascio con due rette parallele u, u 1 
si ottengono evidentemente due punteggiate simili AB CD....; 
A'ffC'D'.... (fig. 9). E si ottengono pure due punteggiate simili 
tagliando con due rette quali si vogliano un fascio di raggi pa- 
ralleli, cioè un fascio il cui centro è all'infinito. 




Fig. 9. 

5. Dalla data definizione di forme projettive risulta subito il 
teorema: 

a) Due forme projettive ad una terrei sono projettive tra loro 
essendo corrispondenti due elementi che corrispondono ad uno stesso 
elemento della ter^a forma. 

Infatti sia la punteggiata ABCD... projettiva alla ^ B QD ... 

essendo: 

A,A % \ B,B ; C.C,; D 9 D Q ... 

le coppie di elementi corrispondenti, e sia pure la punteggiata 
A'B'C'D?... projettiva alla A B B C Q D ... essendo: 

A 1 A - B 1 B • P C - D' D 
coppie di elementi corrispondenti. 
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Passeremo con un numero finito di operazioni ordinatamente 
dagli elementi A, B, C,D y ... agli elementi A„B„ C , D ...; e da 
questi ultimi ordinatamente agli elementi 

A y 1J y U y LJ % . . y 

resta quindi provato che le punteggiate ABCD... y A'B'C'iy... 
sono projettive; essendo tra loro corrispondenti due elementi 
che corrispondono allo stesso elemento della terza punteggiata 
A B 9 C D ... Del resto il teorema ora dimostrato non è che un 
caso particolare del seguente: 

b) Due forme projettive rispettivamente ad altre due forme 
projettive fra loro , sono projettive; e in tali forme sono corrispon- 
denti due elementi che corrispondono a due elementi fra loro corri- 
spondenti nelle forme projettive date. 
Infatti^ sia, p. es., la punteggiata 

ABCD.... 
projettiva alla 

A'B'C'D'.... 
e la: 

A t D ù Ct % U 9 — 

projettiva alla 

j> n' e ry - 

-* 1 o iJ 0^ 0*- 7 0* * • 7 

e finalmente siano fra loro projettive: 

jfB'C'iy..., ^ 5' C' /)' ... 

essendo, nelle coppie di forme projettive, fra loro corrispondenti 
due elementi indicati colle stesse lettere. Per l'ipotesi fatta pas- 
seremo con un numero finito di operazioni dagli elementi 

Jìy Dy \*ty IJy • . • • 

ordinatamente agli elementi 

Jl , ti y C/ , 1J , • • • 

e similmente dagli elementi 

A y lJ y L/ , D y . . . 

agli elementi 

A* Ri n D' 
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c da questi agli elementi 

A R C T) 

dunque veniamo a passare con un numero finito di operazioni 
dagli elementi 

Ay jD, Lty U y . , , 

ordinatamente agli elementi 

•"0 > "0 > ^0 > •> > • • • 5 

lo che prova quanto si voleva. 

6. Dai teoremi ora dati segue in particolare: 

a) Due fasci projettivi in un piano sono tagliati da una stessa 
retta del piano in due punteggiate projtttive sovrapposte essendo cor- 
rispondenti due punti che siano le intersezioni della retta con due 
raggi corrispondenti. , 

b) T)ue fasci projettivi di piani sono tagliati da una stessa 
retta, o da due diverse rette, in due punteggiate proiettive ; e da un 
piano in due fasci projettivi di raggi; e sono corrispondenti due 
elementi sezioni della retta o del piano con due piani fra loro cor- 
rispondenti. 

e) Similmente projettando da uno stesso centro, o da due centri 
diversi, due punteggiate projettive o due fasci projettivi di raggi, si 
ottengono rispettivamente due nuovi fasci projettivi di raggi o di 
piani, in cui sono fra loro corrispondenti due elementi che projettano 
due elementi fra loro corrispondenti delle due date forme projettive. 

7. Due forme di i. a specie ciascuna composta di tre elementi 
sono projettive, in modo che agli elementi dell' una si possono far 
corrispondere a piacere quelli dell' altra. 

Basterà dimostrare il teorema per due punteggiate u =: ABC, 
v —, AW'C; e si voglia appunto che nelle due date punteggiate 
siano: A, A!; 5,5'; C, C* coppie di elementi corrispondenti. Le 
due punteggiate siano dapprima in un piano : uniamo A con A\ 
(cioè uniamo una coppia di elementi che si vogliono corrispon- 
denti) e sulla AA f prendiamo i punti 5 f ed 5 9 (fig. io). 

Poniamo: S t B . S % B' = B ,S t C. 5 a O = C ; e sia w = B C r 
Si passa allora dalla punteggiata ABC alla A'B'C projettando 
da 5, tagliando con io, projettando da 5 8 , e finalmente tagliando 
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con v. Dunque le due punteggiate sono, nel modo voluto, rife- 
rite tra loro projettivamente. 

Se poi le date punteggiate fossero 
situate in rette u, v non poste nello 
stesso piano, allora le rette AA 1 , BB', 
CO a due a due non si segano, perchè 
se due di tali rette si tagliassero, sareb- 
bero le u e v nello stesso piano, il che 
è contro l'ipotesi. Preso ora un punto 
M sopra la AA\ i piani MBB\ MCC' 
si taglieranno in una retta s passante 
per M. Allora passeremo dalla punteg- 
giata ABC alla A Ì B Ì C projettando da 
s, e tagliando con v. 

Se finalmente le punteggiate date 
sono poste in una stessa retta m , ossia 
P,g ' 10 * sono sovrapposte, basterà projettare una 

di esse, per esempio ABC, da un centro O, tagliare il fascio 
(ABC) con una retta / ad ottenere la punteggiata A! r B"C" y 
essendo A' 1 = l . OA, B" = l . 05, C" = / . OC, ed allora, come 
nel primo caso, passeremo con un numero finito di operazioni 
dalla punteggiata A"B"C» alla AB'C\ epperò anche dalla ABC 
alla A'B'C. 

Il teorema si può ritenere dimostrato per due forme qualsi- 
vogliano; perchè se una o ciascuna delle forme date non è una 
punteggiata, basta tagliare con una retta, che allora saremo con- 
dotti di nuovo al caso di due punteggiate. 

8. In una forma fondamentale di i. a specie immaginiamo un 
elemento variabile di posizione a generare la forma. Possiamo 
concepire il movimento dell' elemento operarsi in due sensi diversi 
per ritornare alla posizione iniziale. In qualunque senso l'elemento 
variabile passi da una posizione ad un'altra, si dirà aver percorso 
un segmento della forma fondamentale; del quale segmento la po- 
sizione iniziale dell' elemento ne è Y origine; la posizione finale, 
Y estremo. Per individuare quindi un segmento della forma occorre 
sia data l'origine, l'estremo ed un elemento del segmento, con- 
cepito fra Y elemento origine ed estremo. Un segmento della forma 
sarà così indicato con tre lettere che ne rappresentano ordina- 
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tamcnte l'origine; l'elemento intermedio, che fissa il senso del 
segmento; e l'estremo. 

9. Segue quindi che due elementi di una forma fondamentale 
di i. a specie, uno come origine l'altro come estremo, determinano 
due segmenti di forma, che diremo complementari; in quanto che 
insieme comprendono tutti gli elementi della forma. Così due 
punti A y B di una retta determinano un segmento AB di gran- 
dezza finita; ed uno infinitamente grande, essendo A l'origine e B 
l'estremo dei segmenti stessi. 

Se si abbiano ora due forme prospettive, p. es. una punteg- 
giata ed un fascio di raggi prospettivo alla punteggiata, osserviamo 
che quando un elemento variabile descrive in un senso determinato 
Puna forma, p. es. il fascio di raggi, l'elemento corrispondente 
della punteggiata si move in un senso determinato a descrivere 
la punteggiata; in modo che ad ogni segmento del fascio corri- 
sponde un segmento descritto nella punteggiata e viceversa. 

Se il raggio mobile del fascio acquista successivamente le po- 
sizioni a, e, b, d, il punto corrispondente della punteggiata acqui- 
sterà le posizioni successive A, C, B, D intersezioni del raggio 
mobile colla retta u; e se il fascio viene generato in senso op- 
posto allora il raggio mobile acquisterà successivamente le po- 
sizioni d, b , e , a; mentre il punto corrispondente acquisterà le 
posizioni D, 5, C, A, Prendendo adunque gli elementi a, b, e, d 
del fascio nell'ordine acbd o dbea con cui si succedano nella ge- 
nerazione del fascio stesso, avremo due coppie ab, ed di ele- 
menti tali che, in qualunque senso si generi la forma, non si pub 
passare da un elemento ad un altro dell'una coppia sen^a incontrare 
un elemento dell'altra coppia. 

Diremo perciò che gli elementi della coppia ab separano e 
vengono separati dagli elementi della coppia ed; o brevemente 
si dice che l'una coppia ab separa l'altra coppia ed; e risulta di 
qui : 

i.° Quattro elementi di una forma fondamentale di i. a specie si 
dividono sempre e in un sol modo in due coppie di elementi tali , 
che gli elementi dell' una coppia separano e vengono separati dagli 
elementi dell' altra coppia. 

2. In due forme proiettive se due coppie di elementi dell' una 
forma si separano fra loro, lo stesso accade delle coppie degli ele- 
menti corrispondenti dell' altra forma. 
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§ 2. Forme armoniche. 



1. Per amore di chiarezza ricordiamo che ogni qualvolta venga, 
senz'altro, alluso ad un quadrangolo o ad un quadrilatero, e cosi a 
un angolo quadrispigolo o tetraedro, si deve ritenere completo. Ciò 
posto, consideriamo assieme le forme fondamentali di i.« specie 
appartenenti al piano, esse sono : la punteggiata, ed il fascio di 

raggi- 



Se si ha nel piano una pun- 
teggiata sulla retta u, composta 
di tre elementi A, B, C, si pos- 
sono costruire (fig. u) infiniti 
quadrangoli, di cui due lati op- 
posti passano per A y un lato 
per C, altri due lati opposti con- 
corrono in B. 



Fig. n. 

Allora pel teorema del cap.I. 
§ 2, il lato rimanente, che è 
l'opposto a quello che passa per 
C, taglierà sempre la retta u 
della punteggiata in uno stesso 



Se si ha nel piano un fa- 
scio di centro U, composto di 
tre raggi a, b, e, (fig. 12), si pos- 
sono costruire chiaramente in- 
finiti quadrilateri, di cui due ver- 
tici opposti siano sul raggio a, 
un altro vertice sia su e, altri 
due vertici opposti siano su b. 





Fig. 12. 

Allora pel teorema del cap. I. 
§* 2, il vertice rimanente del 
quadrilatero, che è l'opposto a 
quello che si trova su e, sarà 
posto sempre in uno stesso 
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punto D, qualunque sia il qua- 
drangolo costruito. 

Per tale proprietà , diremo 
che gii elementi A, B, C, D della 
punteggiata costituiscono, nel- 
l'ordine scritto, una punteggiata 
armonica o un gruppo armonico 
di punti. 

Dunque una punteggiata 
AB CD è armonica, quando si 
possa costruire un quadrangolo, 
di cui due lati opposti passano 
per A, altri due lati opposti 
per 2J, un lato per C e il ri- 
manente lato per D. 



raggio d del fascio , qualun- 
que sia il quadrilatero così co- 
struito. 

Per tale proprietà , diremo 
che gii elementi a, b, e, d del 
fascio costituiscono, nell'ordine 
scritto , un fascio armonico di 

raggi. 

Dunque un fascio abed è 
armonico, quando si possa co- 
struire un quadrilatero, di cui 
due vertici opposti siano sopra 
il raggio a, altri due vertici op- 
posti su b 7 un altro vertice su e, 
e finalmente il vertice rimanente 
sia sul raggio d. 



Nel piano quindi : la forma correlativa di una forma armonica 
è un'altra forma armonica. 



2. Prof citando da un centro U 
preso nel piano una punteggiata 
armonica, si ottiene un fascio ar- 
monico. 

Infatti, siano (fig. 1 3) a, b, e, d 
i raggi che projettano da U ri- 
spettivamente i punti A, B, C,D 
della punteggiata armonica, cioè 
sia: a = UÀ.... Prendiamo su 
a un punto ad arbitrio, e pro- 
iettiamo da esso i punti B e 
C, e siano n, e p i raggi pro- 
iettanti. Dal punto bp proiet- 
tiamo il punto A, e sia / il rag- 
gio projettante; allora il punto 
In si troverà su d 7 per es- 
sere la punteggiata AB CD ar- 
monica. Ma nel quadrilatero 
ulpn due vertici opposti sono 
sul raggio a, altri due op- 



Tagliando con una retta u 
un fascio armonico, si ottiene una 
punteggiata armonica. 

Infatti, siano (fig. 14) A, B, 
C, D i punti in cui la retta u 
sega rispettivamente i raggi a, 
b, e, d del fascio armonico, cioè 
sia: uà — A.... Conduciamo da 
A una retta ad arbitrio a ta- 
gliare la b in N e la e in P. 
Uniamo B con P, e sia L il 
punto ove la BP sega il raggio 
a; allora la LN dovrà passare 
per D, per essere il fascio 
abed armonico. Ma nel qua- 
drangolo ULPN due lati op- 
posti passano per A, altri due 
lati opposti passano per B e dei 
| due lati rimanenti , uno passa 



3 2 



GEOMETRIA PROJETTIVA. 



posti su b, un vertice su e, il 
rimanente su d; dunque il fascio 
abed è un fascio armonico. 



per C e l'altro per D; dunque 
la punteggiata ABCD è armo- 
nica. 



b 



u 



A C 



B 



\ 



\ 



"7T 



S7 



V 
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Fig. 13 




Fig. 14 

3. Dati i tre punti A, B, C di una retta w, (vedi cap. I. § 2, 
§ 4) è dunque unico e determinato il quarto punto D che coi 
punti A, B, C forma il gruppo ABCD armonico , qualunque sia 
il piano che immaginiamo condotto per la retta u per fare col 
quadrangolo la costruzione del punto D; e da qualunque punto 
dello spazio si projetti una punteggiata armonica otterremo sempre 
un fascio armonico di raggi. Ciò posto, hanno luogo le seguenti 
proprietà: 

Se un fascio di 4 piani a, /3, y, i è tagliato da una retta 
da un piano in una punteggiata armonica in un fascio armonico 
di raggi, anche qualunque altra sezione di esso fascio di 4 piani è 
una forma armonica. 

Infatti la retta u seghi ordinatamente i piani «, /3, y, 3 nella 
punteggiata armonica ABCD essendo ««= A... Un'altra retta v 
segherà i piani stessi rispettivamente nei punti A\ B\ C\ D; 
essendo i = n... Ora, projettando dai punti O v % dell'asse s 
del fascio di piani dati rispettivamente le due punteggiate sezioni 
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otterremo i fasci O^ABCD), % {A I B I OU), e le coppie di raggi 
che si trovano in un medesimo piano del fascio di piani si se- 
gheranno in un punto dell'intersezione dei piani dei due fasci. 

L' intersezione ora nominata sega quindi il fascio dei 4 piani 
dati in una punteggiata che è una comune sezione dei due fasci 
di raggi; la stessa punteggiata è armonica, per essere armonico 
il fascio di raggi di centro O t ; ed è quindi armonico anche il 
fascio di raggi di centro O t ; e finalmente è armonica la pun- 
teggiata jfBtCD, sezione della retta v coi piani dati. 

Con ciò è dimostrato il teorema enunciato. 

4. Questo teorema ci permette di definire armonico un fascio 
di 4 piani a, /3, y, £, presi nell'ordine scritto, quando in quel- 
l'ordine i 4 piani siano tagliati con una retta in una punteggiata 
armonica; oppure da un piano in un fascio armonico di raggi. 

Dalla definizione ora posta deriva senz'altro: 

a) Eseguendo un* operazione sopra una forma armonica si ot- 
tiene una forma pure armonica. 

Pel teorema del n.° 7, § precedente, e coll'osservazione che 
dati tre elementi di una forma fondamentale di i. a specie resta 
determinato in modo unico il 4. elemento che con quei tre presi 
in un ordine dato costituisce una forma armonica, deriva subito 
ancora: 

b) Due forme armoniche sono projettive. 

5. Ma il fascio di raggi e il fascio di piani sono anche forme 
della stella e, analogamente a quanto abbiamo osservato pel piano, 
risultano le seguenti proprietà e definizioni correlative : 



Dati tre raggi a, b, e di un 
fascio di raggi della stella si 
possono costruire infiniti angoli 
quadrispigoli, di cui due faccie 
opposte passano per a , un' al- 
tra faccia per e; altre due fac- 
cie opposte per b. 

In tutti questi angoli qua- 
drispigoli la faccia rimanente , 
che è l'opposta a quella che 
passa per e, passa costantemente 
per un medesimo raggio d del 



Dati tre piani a, j8, y di un 
fascio di piani della stella si pos- 
sono costruire infiniti angoli te- 
traedri, di cui due spigoli op- 
posti si trovano sul piano a , 
un altro spigolo su y; altri due 
spigoli opposti su j3. 

In tutti questi angoli tetra- 
edri lo spigolo rimanente, che 
è l'opposto a quello che si trova 
su y, giace sempre in un me- 
desimo determinato piano d del 
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fascio «/3y di piani della stella. 
Diremo perciò che i piani a, /3, 
/, à formano nell'ordine scritto, 
un fascio armonico di piani. 



fascio abc (cap. I, § 3, n.° 2). 
Diremo perciò che i raggi a, b, 
e, d formano, nell'ordine scritto, 
un fascio armonico di raggi della 
stella. 

Dunque nella stella : la correlativa di una forma armonica è 
pure una. forma armonica. 

6. Poiché tagliando con un piano un angolo quadrispigolo o 
un angolo tetraedro si ha rispettivamente o un quadrangolo, o un 
quadrilatero, e a due faccie opposte dell'angolo quadrispigolo, o a 
due spigoli opposti dell'angolo tetraedro corrispondono rispetti- 
vamente due lati opposti del quadrangolo o due vertici opposti 
del quadrilatero, cosi risulta: 

Tagliando con un piano un fascio armonico di raggi od un fascio 
armonico di piani della stella, si ottiene rispettivamente una pun- 
teggiata armonica un fascio, armonico di raggi del piano. 

Progettando invece da un centro fuori del piano una punteggiata 
armonica un fascio armonico di raggi del piano, si ottiene rispet- 
tivamente un fascio armonico di raggi di piani nella stella. 

Quindi: 

Un fascio di raggi che sia (per la definizione data) armonico 
riguardato come forma del piano, è anco armonico (per la defini- 
zione ora data) riguardato come forma della stella. 

Ed un fascio di piani che per la definizione del n.° 4 sia armo- 
nico, lo è anche quando lo si consideri appartenente ad una stella 
che abbia il centro in un punto qualunque dell' asse del fascio di 
piani dati. 

Riassumendo possiamo dire che: una forma armonica nel piano, 
nella stella nello spazio ha per correlativa una forma armonica; 
ed in particolare: in un sistema polare elementare del piano, della 
stella e dello spazio una forma armonica ha per polare reciproca 
una forma armonica. 

7. Consideriamo una punteggiata armonica n = AB CD. I punti 
A e B e cosi i punti C e. D, entrano nella costruzione della 
forma allo stesso modo, cioè se: AB CD è una punteggiata ar- 
monica, è armonica anche la punteggiata BACD e così la ABDC. 
Ora, se LMPQ (fig. 15) è un quadrangolo costruttore della 
punteggiata armonica, indicando con S il punto comune alle PD 



GEOMETRIA PROJETT1VA. . 35 



/ ! 1 \ 
/ ì X 



i V \ 



/ / A > \ \ 

/A/\ \\ 



e BQ y è armonico il fascio S(BDAM); e quindi anche il fascio 
P(CDAB), epperò anche la punteggiata CD AB è armonica. 
Quindi, pel teorema del n.° 4, 5 

risultano, per tutte le forme * x 

armoniche, le seguenti pro- 
prietà: 

Se, considerati in un dato / j \ \ 

ordine, quattro elementi di una I I \ 

forma fondamentale di i. m spe- 
cie costituiscono una forma ar- ,- . 
monte a, essa forma st conserva ! W il y\ 
tale quando si permutano fra / /ìX'v'' \ 
loro i primi due gli ultimi j / l\Z/'?\ 
due elementi; od anche si pon- 
gano i primi due al posto degli 
due ultimi. 

Con tali scambi, da una l£L / ì' j£ 

forma armonica possiamo de- B 

durre altre sette forme armo- g ' 

niche; cosi dalla punteggiata armonica AB CD si deducono le sette 
seguenti: BACD, BADC, ABDC, DCAB 9 CDAB, CDBA, DCBA. 
Chiameremo coniugati due elementi di una forma armonica 
che possono essere scambiati fra loro o coi due rimanenti, senza 
che la forma cessi di essere armonica. Cosi, nella punteggiata 
armonica AB CD, sono conjugati gli elementi A e B; Ce D, 

8. Si abbia una punteggiata armonica AB CD della quale sia 
LMNP un quadrangolo costruttore (fig. 16), e sia E il punto 
diagonale comune ai due lati op- 
posti che passano l'uno per C, *p^ 
l'altro per D. Projettando ora la \^ \\ 
punteggiata data dal centro P sulla /' ^^Lta --- 
retta LN si ottiene la NLED; e prò- /' _ -*-^Ci\ 

iettando la stessa punteggiata dal /- ^ j. \ \ - 

centro M, pure sulla LN, si ot- 
tiene la LNED. Le due punteggiate 

ottenute sono dunque projettive e sono: L, N; E> E; D, D coppie 
di elementi corrispondenti. D'altra parte esse forme, essendo com- 
poste degli stessi elementi, la separazione deve in esse avvenire 
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allo stesso modo: dunque la coppia di elementi JL, N separa ne- 
cessariamente la coppia di elementi £, D; epperò anche la coppia 
di elementi A,B viene separata dalla coppia di elementi C, D, 
onde: 

In una forma armonica le due coppie di elementi coniugali si 
separano fra loro. 

In una forma armonica si dice quindi che due elementi conju- 
gati separano o sono separati armonicamente dagli altri due 
conjugati; oppure due segmenti determinati dalle due coppie di 
elementi conjugati si dividono fra loro armonicamente. Se poi 
abbiasi una punteggiata armonica e si abbiano due raggi che pro- 
iettano da un punto, oppure due piani che projettano da un asse 
due elementi conjugati, si suol dire che gli altri due elementi 
della punteggiata separano o sono separati armonicamente dai due 
raggi o dai due piani prò jet tanti, ecc. Cosi possiamo dire: 

In un quadrangolo completo, due punti diagonali sono separati 
armonicamente dai due tati del quadrangolo passanti per il ter%o 
punto diagonale. 

In un quadrilatero completo due diagonali sono separate armo- 
nicamente dai due vertici opposti che stanno sulla ter^a diagonale, ecc. 
9. In particolare se si abbia nel piano una punteggiata ABC 
di tre elementi, e sia l'elemento C il punto di mezzo (fig. 17) 
del segmento finito determinato dai due punti A e B; dico che 

; il conjugato armonico di C rispetto 

/ ad A y 5, cioè l'elemento X che de- 

/ termina il gruppo ABCX y armonico, è 

/ il punto all'infinito della retta u, su 

/ cui si trova la punteggiata data AB C 

\^/ Infatti eleviamo in C la perpendicolare 

-jjr alla retta u y e projettiamo da un punto 

/i\ S di essa perpendicolare i punti A e B. 

I \ \ Conduciamo da A una retta ad arbitrio 

J^__|..^ ^ ad incontrare la perpendicolare in M 

I ^i \ L e la SB in N. Conduciamo poscia la 

— £'' ! A ìi 1 MB ad incontrare la SA in L. Avremo 

pig. 17. il quadrangolo SLMN, di cui due lati 

opposti passano per A, un altro lato passa per 0, altri due lati 
opposti passano per B, quindi il lato rimanente LN passerà per 
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il punto X richiesto. Ora, dalle costruzioni fatte, per note pro- 
posizioni di geometria elementare, risulta che il lato LN è pa- 
rallelo alla retta u: dunque il punto X è il punto all'infinito 
della retta u. Viceversa: se si cerca il conjugato armonico del 
punto all'infinito, della retta u, rispetto ai punti A e 5, si tro- 
verà il punto C; cioè il punto di mezzo del segmento finito deter- 
minato dai punti A e B. 

Segue di qui subito: 

Due rette di un piano che si segano in un punto S al finito, 
sono divise armonicamente dalle bisettrici degli angoli completi con- 
secutivi che esse determinano, cioè dalle . bisettrici dei segmenti di- 
stinti in cui esse dividono il piano. 

Possiamo anco enunciare il teorema sotto questa forma: 

Dato un triangolo SAB (fig. 18) due 
vertici A, B sono divisi armonicamente 
dalle bisettrici degli angoli al ter%o ver- 
tice S. 

10. In generale, dati tre punti A> B, C 
in una retta di un piano, si determina, 
colla costruzione di un quadrangolo com- 
pleto, il punto X che dà il gruppo: 
AB CX armonico. Ma tale punto X si 
può anche determinare per mezzo del 
teorema dato nel numero precedente. Ed 
invero se C è intermedio agli elementi 
A e B, nel segmento finito determinato 
da A e 2?, conducasi per i punti A e B 
un cerchio, e dividasi per metà in E uno 
degli archi (fig.. 19) che hanno i loro 
estremi in A e in È. Condotta la EC ad 





Fig. lf Fig. 18. 

incontrare di nuovo il cerchio nel punto 5, si faccia in 5 un 
angolo retto rt>lla EC 9 e dove il lato costruito sega la AB si tro- 
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vera il punto D richiesto; cioè sarà: AB CD una forma armo- 
nica. Se poi C (fig. 20) fosse fuori del segmento finito de- 
terminato da A e B, allora costruiscasi ancora un cerchio che 

' passi per A e B; poscia si divida a metà 
in E uno degli archi che hanno gli estremi 
in A e B. Sulla EC come diametro co- 
struiscasi una circonferenza a tagliare la 
prima in 5. La retta SE sega la retta AB 
nel punto D richiesto. In questo modo 
resta anche provato: 
Qualunque punteggiata armonica pub riguardarsi come la sezione 
di un fascio di raggi formato da due rette del piano segantesi in 
un punto al finito e dalle bisettrici degli (pigoli completi distinti, 
in cui esse rette dividono il piano. 

11. Quando, sia data una forma armonica e di essa si tengano 
fissi due elementi, facendo movere uno dei rimanenti, l'altro pure 
si move in modo che ad una posizione del primo corrisponde 
una posizione del secondo. 

Ora dalla fig. 21, colla semplice ispezione dei movimenti dei 








Fig. 81. 

raggi MC, BM 9 LD rispettivamente intorno ai centri M 9 B ed L, 
si vede che tenendo fissi i due conjugati A e B e facendo muo- 
vere C per avvicinarsi a B, percorrendo il segmento finito CB 9 
il conjugato D del punto C si avvicina a B, percorrendo il seg- 
mento finito DB in senso opposto a BC. 

Se invece teniamo fissi i punti non conjugati A e C (fig. 22), 
e facciamo muovere B verso C, percorrendo il segmento finito 
BQ considerando il movimento dei raggi SB e CM rispettiva- 
mente intorno ai centri 5 e C, si vede che il movimento del 
punto L sulla LA avviene nello stesso senso di quello del punto B 9 
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cioè da L verso A, percorrendo il segmento finito LA; e quindi, 
considerando il movimento intorno ad S del raggio SD, ne risulta 
che il movimento del punto D avviene verso C, nello stesso 
senso che quello del punto B. Possiamo cosi ritenere in generale: 



C B / B 



D' 






V 



F!g. » 



In wwa forma armonica, tenendo fissi due elementi, gli altri due 
si muovono nello stesso senso o in senso contrario, secondo che gli 
clementi fissi non sono o sono conjugati. 

12. Dalle proprietà armoniche (n.° 8) del quadrangolo e del 
quadrilatero deriva in particolare la soluzione dei seguenti pro- 
blemi correlativi nel piano: 



Costruire un quadrangolo com- 
pleto di cui sia dato un vertice 
ed il triangolo diagonale. 



Costruire un quadrilatero com- 
pleto di cui sia dato un lato ed 
il triangolo diagonale. 



Risulta intanto (a sinistra) che dati un vertice ed il triangolo 
diagonale il quadrangolo è determinato. 

Infatti, (fig. 23) se E, F, G sono ì 
punti diagonali dati, ed A il vertice dato, 
il 2. vertice sul lato AE non è altro 
che il punto C conjugato armonico di A 
rispetto ai punti E, AE . GF. Il 2. ver- 
tice sul lato AG è il punto AG . FC = B, 
e il 2. vertice sul lato AF è il punto 
AF . GC= D. E così è costruito il qua- 
drangolo richiesto; e correlativamente si ri- 
solve il problema a destra. 

Projettando da un centro fuori del piano 
si ottengono le soluzioni dei corrispondenti problemi relativi al- 
l'angolo quadrispigolo e tetraedro della stella. 
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13. È bene osservare in particolare che una punteggiata ar- 
monica è determinata da due elementi conjugati A, B e dal punto 
di mezzo del segmento degli altri due conjugati. Infatti per i 
punti A, B di una retta del piano conduciamo un cerchio, e da 
un punto O fuori del segmento finito AB conduciamo le tan- 
genti OH, OK al cerchio stesso. Descrivendo con centro O e con 
intervallo OH od 0K y eguale alla porzione di tangente compresa 
fra O e il punto di contatto H o K y un nuovo cerchio, questo 
segherà la retta AB negli estremi C, D di un suo diametro, per 
modo che la forma ABCD è armonica. Infatti dalla fig. . 24, si ha 

angolo HAE « ang. OHC = ang. HCO = ang. AHC+ ang. HAC 

■ ang. ABE + ang. HAC 

Ma ang. HAE m ang. HAC + ang. BAE 

dunque 

ang. BAE ■= ang. ABE. 




Fig. 24. 

Segue da ciò che HC è bisettrice dell' angolo AHB y quindi il 
fascio H (ABCD) è armonico; epperò anche ABCD è una pun- 
teggiata armonica, e. d. d. 

Ora si osservi inoltre che dati i punti A 7 B, O i punti C, D 
sono sempre gli stessi qualunque sia il cerchio condotto per A, B ; 
perchè per tutti questi cerchi si ha che il quadrato costruito sulla 
tangente OH eguaglia il rettangolo delle OA, OB, che è sempre 
il medesimo per tutti i cerchi nominati. 
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14. Se indichiamo con ao il punto all'infinito della retta AB, 
i punti C, D dividono armonicamente le due coppie A, B; O, <x>. 

Di qui segue la risoluzione del problema : 

Date due coppie A, A'; B, B' di punti di una retta, per modo 
che gli elementi dell'una coppia non separano quelli dell'altra cop- 
pia, trovare la coppia di elementi che separa armonicamente le due 
coppie di elementi dati. 

Infatti se gli elementi A, A 1 non separano gli elementi B> ff 
allora i segmenti finiti AA\ Bff saranno o l'uno interno all'altro 
(fig. 25) o l'uno esterno all'altro (fig. 26). In tutti i casi prò jet- 
tiamo da un punto 5 del piano i punti A y A!, B> B 1 e tagliamo con 
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Fig. 25 

una retta parallela ad SA. Dicendo quindi A l7 B 99 B t le sezioni 
dei raggi SA', SS, SB 1 rispettivamente, il punto A 9 è fuori del 
segmento finito B B t ; epperò, conducendo per B 9 , B ì un cer- 
chio e da A t le tangenti, troveremo i punti E n F t che dividono 
armonicamente 5 a , B x ed A v ao , indicando con 00 il punto all'in- 
finito della B 9 B t . Dunque i punti E, F in cui i raggi SE t SF t 
vengono tagliati dalla retta AA 1 o BB 9 saranno evidentemente i 
punti domandati. 

Quando le coppie A, A 1 ; B, B 1 si separano, allora il punto A 9 
cade dentro al segmento B 9 B t ; quindi da A t non si possono con- 
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durre le tangenti al cerchio condotto per B 9 , B x \ ed il problema 
non ha adunque in tal caso alcuna soluzione. 

È chiaro poi che il problema enunciato resta risoluto anche per 
le altre forme fondamentali di i. a specie; tagliandole con una retta. 
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A STA B F B 1 

Pig. 86. 

15. Dalla stessa costruzione di una forma armonica, p. es., di 
una punteggiata armonica, si può dedurre senz'altro che se due 
coppie di elementi C, D; O, D separano armonicamente una 
stessa coppia A> B di elementi, non possono le due- coppie stesse 
CD 9 OD separarsi fra loroO. 

Poiché se LMQP è un qnadrangolo costruttore della forma 
armonica AB CD (fig. 27) i punti C, D che dividono armonica- 
mente A> B si ottengono facendo nel piano rotare continuamente 
il lato LM del quadrangolo intorno ad A e trovando in ciascuna 
posizione LM del lato i punti C, D ove i lati PL, QM segano la 
retta AB. Di qui segue immediatamente che se indichiamo con 
O D 1 altri due punti che dividono armonicamente A, B non pos- 
sono i punti C, D essere separati da C\ D f , perchè ad ogni posi- 
zione C o D di C corrisponde una posizione D o C di D; e C 



(*) Reye Geometrie der Lage, pag. 41 e seguenti, parte 1.*, 1886. 
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c D si muovono continuamente in direzioni opposte; e soltanto 
quando C o D coincide con A o con B anche D o C coincide con 
A o con J5. E risulta di più esistere certamente una coppia A 9 B 
di punti che dividono armonicamente due coppie C, D; C, H 9 
che non si separano. Immaginiamo 
infatti che un punto P della retta %^ 

percorri il segmento Cu esterno L^'' j\ 

al segmento (finito od infinito) CD. /'' v o4jV \ 

In ogni posizione P del punto mo- /' _^— ^C T" \ 

bile avremo rispettivamente i punti ^ — "~"~ -£— à — ^*^ — 

,, r 9 conjugati armonici di P ri- v 

spetto a C, £'; C, 2). Quando P "* "' 

descrive il segmento CD', P f ne descriverà il segmento comple- 
mentare; e P, descriverà un segmento CJD % contenuto in CD 9 
essendo C %9 D % rispettivamente conjugati armonici di C\ D' rispetto 
a C, D. I punti P t , P t si muovono in direzione opposta a quella 
di P; e debbono almeno una volta sovrapporsi, perchè P t de- 
scrive un segmento nel quale è contenuto il segmento CJD % 
descritto da P t . Se indichiamo appunto con A il punto per cui si 
sovrappongono i punti P %9 P % t con B la corrispondente posizione 
di P avremo che A 9 B dividono armonicamente C, D; C, D\ 

Resta cosi dimostrata ancora l'esistenza delle coppie di ele- 
menti die dividono armonicamente due coppie date di elementi 
che non si separano. 

16. Sia dato nel piano un triangolo ABC (fig. 28) e sia P 
un punto qualunque del piano. Projettiamo P dai vertici A, B 9 C 
del triangolo sui lati rispettivamente opposti ad ottenere cosi le 
projezioni A %9 B x9 C t . I punti A,, B a , C a che rendono armoniche 
le forme : . 

BCA f A a , CAB^,, ABC t C 

sono in linea retta. 

Infatti, colle costruzioni indicate nella fig. 28 , determiniamo i 
punti A %9 B 99 C . La retta B C che unisce due di tali punti 
deve passare per il rimanente J per essere armonico il fascio 
B,(ABC t C^). Viceversa, con un ragionamento facile, risulta subito: 

Se una retta del piano sega i lati AB, BC, CA di un trian- 
golo nei punti C # , A t , B rispettivamente, le rette AA„ BB,, CC, 
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che proj titano i punti A,, B,, C f , tali da rendere armoniche le 

forme: 

BCAoA,; CAB B f , ABC.C,, 

concorrono in un punto P. 
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Plg. 28. 

17. Immaginiamo le projezioni di A, B, C sulla retta A 9 B § ; e 
siano rispettivamente^',, 2J',, C\: allora, osservando che A 9 , B % , 
C sono del resto tre punti che possiamo riguardare presi co- 
munque sopra una retta, risulta subito: 

Dati tre punti A,, B # , C a sopra una retta, se si costruiscono 
le forme armoniche : B a C f A^', , C 9 kflfl\ , A t B t C C, , sono armo- 
niche anche le forme: B^C.A'.A,, C^À'.B'.B,, A'^C^C,. 

% 3. Teotema di Staudt — Costruzione Mie forme projeffire de/ filano. 

1. Ammettendo la continuità degli elementi di una forma fon- 
damentale di i. a specie, che basta ammetterla nella punteggiata, si 
possono individuare tutti gli elementi della forma col me^p di co- 
struzioni di quarti armonici, a partire da tre elementi dati della 
forma. 

Infatti, consideriamo una forma fondamentale di i. a specie e, 
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per fissare le idee, un fascio di raggi di centro U. Supponiamo 
che del t'ascio siano dati i tre raggi a, b> e; costruendo le forme 
armoniche bcaa x \ cabb x \ abec^ saranno a ì9 b t , c x nuovi elementi 
del fascio. 

Ora con due elementi dell'una terna abe ed uno dell'altra 
terna a x b t c t potremo costruire un'altra nuova terna di elementi 
del fascio. Infatti colle terne: bcb t , cac t > aba t costruendo le forme 
armoniche: bcb t b %9 cac x c %9 aba % a %y avremo certamente in a % b k c % una 
nuova terna di elementi del fascio; e possiamo in tal modo con- 
cepire infinite nuove terne. 

Indichiamo con 2 la totalità degli elementi del fascio, che 
possiamo cosi concepire costruiti con quarti armonici a partire 
dai tre elementi dati a, b, e: allora un elemento x del fascio U 
o sarà un elemento della serie 2 , oppure potrà non appartenere 
alla serie stessa 2. 

Ora io dico che, in quest'ultimo caso, potremo, all'elemento 
assunto x, avvicinarci quanto noi vogliamo con elementi del si- 
stema 2. 

Supponiamo infatti che ciò non sia; cioè che l'elemento x si 
possa far muovere in un senso fino in x n ma non più in là, e 
nell'altro senso fino in x t , ma non più in là, senza incontrare 
elementi della serie 2. Sia u un elemento di 2 essenzialmente 
fuori del segmento x t xx t ; e nel segmento ux x x t (fig. 29) scegliamo 
fra u ed x t un elemento qualunque t; e costruiamo la forma ar- 
monica txfcj t > onde t ì cadrà necessariamente nel segmento tx x x % , 
fra t ed x v Indicando quindi con v un elemento di 2 — che 
nel segmento tt x x t dobbiamo e possiamo altresì concepire vicino 
ad x t quanto noi vogliamo — e costruendo la forma armonica 
vx^c^^ per l'osservazione fatta nel n.° 11 § precedente, l'ele- 
mento x' ì cadrà nel segmento utx più vicino ad x x , che non sia 
l'elemento t. 

Per le stesse ragioni, noi possiamo concepire nel segmento 
ux t x t un elemento v) di 2 vicino ad *,, per modo che, costruendo 
la forma armonica wx t x % x' ti l'elemento x\ cada nel segmento 
stesso ux t x ì fra u e w. Costruiamo ancora la forma armonica 
vwxjt\\ allora, per l'osservazione già citata del § precedente, 
l'elemento x v % cadrà fra x' iy v nel segmento ux % x iy e quindi, 
sempre per la stessa osservazione, nel segmento stesso cadono, 



4 6 



GEOMETRIA PROJETTIVA, 



fra v ed x p i conjugati armonici rispetto a v, «/ degli elementi 
di quel segmento compresi fra x'\ e v. 

Nello stesso modo, costruendo la forma armonica vwx % x" tì 
P elemento x" È cadrà nel segmento uxjk x fra x\ e w; e i conju- 
gati armonici, rispetto a t/, w/, degli elementi di quel segmento, 
compresi fra x*\ 9 «/, cadranno fra w, x v 




PSg. «9. 

Per le costruzioni fatte, l'elemento u si trova fuori del seg- 
mento vxw; epperò il conjugato armonico h di u 9 rispetto a v, «/, 
dovrà cadere entro quel segmento. Ma d'altra parte u si trova 
fuori anche del segmento x\xx\\ quindi, per ciò che precede, 
l'elemento h, non potendo cadere nel segmento vxw fra v, x t 
ow,x %9 cadrà necessariamente fra x t ed x % \ cioè: non è vero che. 
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si possa spostare in qualunque modo anche di poco un elemento 
del fascio senza incontrare elementi della serie X (*)• 

Se riteniamo poi definito interamente un elemento del fascio 
come limite di elementi della serie 2, ammettendo adunque la 
continuità nella forma, allora resta dimostrato in questo modo il 
lemma enunciato. Dal lemma segue subito: 

a) Se due forme fondamentali di i. a specie, essendo sovrapposte, 
sono riferite fra loro in modo che ad un elemento dell 'una corri- 
sponda un elemento dell'altra, sicché ad una forma armonica della i. a 
corrisponda una forma armonica di elementi corrispondenti della 2. a ; 
e le due forme così riferite hanno tre elementi uniti, esse forme coin- 
cidono ; cioè ogni altro elemento delY una forma coincide col suo cor- 
rispondente nell'altra. (Teorema di Staudt). 

2. Risulta poi: Se due forme fondamentali di prima specie sono 
riferite fra loro nel modo voluto dall' enunciato del teorema del nu- 
mero precedente, le due forme sono proiettive, ciot si deducono l'una 
dall' 'altra con un numero finito di operazioni. 

Infatti fissiamo tre elementi nell'una forma e i loro corrispon- 
denti nell'altra; e dai primi tre elementi passiamo ai loro corri- 
spondenti con un sistema di operazioni (vedi cap. II, n.° 7); allora 
con quelle operazioni passeremo anche da ogni altro elemento 
della prima forma ad un elemento determinato della seconda. 

Nella seconda forma avremo cosi due forme riferite fra loro 
nel modo voluto dall'enunciato del teorema a) numero precedente ; 
le due forme hanno tre elementi uniti, che sono quelli che 
corrispondono ai tre assunti nella prima forma : dunque le due 
forme coincidono pel teorema stesso a). Quindi, col sistema 
assunto di operazioni, passiamo certamente da ogni elemento della 
prima forma al suo corrispondente nell'altra forma, riferita alla 
prima nel modo detto nell'enunciato del teorema nominato : dunque 
è vero che le due forme cosi riferite sono projettive. 

3. Riassumendo: Due forme fondamentali di i. a specie projettive 
possono definirsi quelle riferite fra loro in modo che ad un elemento 
dell'una corrisponda un elemento dell'altra, sicché ad una forma 
armonica di elementi della prima corrisponda una forma armonica 
dell'altra. E quindi: 



(•) V. nota del signor De Paolis, Sui fondamenti della Geometria pro- 
jettiva. (R. Acc. dei Lincei, 1880-81). 
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Due forme projettive sovrapposte non possono avere più di due 
elementi uniti senza coincidere. 

Ed anche: Una corriponden^a proiettiva è determinata da tre 
coppie di elementi corrispondenti; cioè qualunque sia il sistema delle 
operazioni con cui si passa da tre elementi di una forma ad altri 
tre di un'altra, si passerà da un quarto elemento della prima forma 
ad un unico e determinato elemento della seconda. 

Poiché se dalla punteggiata AB CD si passa con un sistema 
di operazioni alla -4'JB'C-D'; e con un altro sistema alla A'B f C D", 
allora le due punteggiate A'B'OD 1 , A'B'CD" sono projettive ed 
hanno tre elementi uniti; epperò sono congruenti cioè D n coincide 
con ZX Segue quindi immediatamente: 



4. 5* due punteggiate in un 
piano sono projettive ed hanno 
un elemento unito nel loro punto 
comune, oppure le congiungenti 
tre coppie di punti omologhi pas- 
sano per un punto, esse sono pro- 
spettive; cioè le rette che con- 
giungono le varie coppie di punti 
corrispondenti passano per uno 
stesso punto. 



Se due fasci di raggi in un 
piano sono progettivi ed hanno 
un raggio unito nella retta che 
congiunge i loro centri, oppure 
V intersezioni di tre coppie di raggi 
corrispondenti sono in linea retta, 
essi sono prospettivi; cioè i punti 
d 9 intersezione delle varie coppie 
di raggi corrispondenti, sono so- 
pra una stessa retta. 



Di più : Se due forme sono projettive, possono comunque traspor- 
tarsi nello spazio senza che cessino di essere tali. 

Infatti, per la definizione del n.° 3, la projettività delle due 
forme dipende dalla posizione relativa degli elementi in ciascuna 
delle due forme, e non dalla posizione relativa delle forme; co- 
sicché, ammettendo il Principio della invariabilità delle forme, (cioè, 
ammettendo in particolare, per esempio, che una forma armonica 
rimanga sempre quella stessa, anche quando la forma indefinita 
a cui appartiene s'intenda con essa comunque trasportata nello 
spazio) risulta dimostrata la proprietà enunciata. 

Sempre per lo stesso principio della invariabilità delle forme 
e per la definizione del n.° 3, risulta: 

b) Se due forme fondamentali di i. a specie sono congruenti , 
cioè se sono tali da potersi trasportare in modo che tutti gli ele- 
menti dell'* una vengano a sovrapporsi ad altrettanti elementi del- 
l' altra, esse forme sono projettive, e sono corrispondenti fra loro due 
elementi che vengono a sovrapporsi. 
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Così: 

c) Se un angolo completo ruota nel suo piano intorno al ver- 
tice, i suoi lati descrivono due fasci projettivi sovrapposti di raggi, 
essendo coppie di raggi corrispondenti i due lati dell'angolo nelle sue 
varie posizioni. 

Poiché, se chiamiamo con a, b, e, d,... varie posizioni con- 
secutive di un lato e con a 1 , V, à, d 9 ... le corrispondenti del- 
l'altro, facendo rotare, intorno al vertice dell'angolo, il fascio 
afVàd 9 ... fintanto che il raggio a 9 coincide con a, allora anche 
V, à, di... coincideranno rispettivamente con b, e, d... cioè, i 
due fasci sono congruenti ; epperciò projettivi. 

Per le medesime ragioni risulta ancora: 

d) Se da due punti P e Q. di un cerchio projettiamo i vari 
punti del cerchio stesso, i due fasci sono projettivi; due raggi cor- 
rispondenti sono precisamente quelli che projettano uno stesso punto 
della circonferenza ; e al ràggio PQ. che unisce i centri dei due 
fasci, considerato come appartenente ali 9 un fascio, corrisponde la tan- 
gente nel centro dell 9 altro fascio. 

Poiché, dalla geometria elementare si sa che l'angolo di due 
raggi, che nel teorema abbiamo detti corrispondenti, è di gran- 
dezza costante: epperò se immaginiamo l'un fascio trasportato 
parallelamente a se stesso ad essere concentrico coll'altro, i due 
fasci allora vengono ad essere generati dai lati di un angolo che, 
nel suo piano, ruota intorno al vertice; e però tali fasci sono nel 
modo voluto projettivi. 

5. Finalmente, coll'ajuto del teorema e) possiamo facilmente 
dimostrare il seguente: 

Una tangente variabile di un cerchio determina, sopra due tan- 
f genti fisse, due punteggiate proiettive ; due punti corrispondenti sono 
precisamente le intersezioni di una stessa tangente del cerchio colle 
due tangenti fisse; e al punto d'incontro delle due tangenti fisse 
considerato come appartenente ad una di esse, corrisponde il punto 
di contatto dell' altra. 

Infatti siano (fig. 30) SA ed 55 le due tangenti fisse; A, B 
i loro punti di contatto; 5 il loro punto comune, che ora sup- 
poniamo al finito: sia m la tangente variabile che sega le tan- 
genti fisse nei punti Af ed M 9 rispettivamente. Dalla figura si ha 
subito che l'angolo MCM' (C essendo il centro del cerchio), 

Ascbikai. Geometria proiettiva 4 



So 
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eguaglia l'angolo ACS o BCS; epperò esso angolo è costante 
qualunque sia la tangente variabile: quindi le coppie di punti 
M ed M f sono l'intersezioni delle rette SA ed SB colle coppie 





M 





Fig. 80. 

di raggi corrispondenti dei due fasci projettivi e sovrapposti, 
generati dai lati dell'angolo costante ACS, che ruota intorno al 
suo vertice C; dunque le coppie di punti come M ed M 9 sono 

coppie di elementi cor- 
— rispondenti in punteg- 
giate projettive, che sono 
x . y . . formate sulle tangenti SA 

^^1 -jy. ed SB dalla tangente va- 
riabile m. 

Se poi le tangenti 
__ fisse SA ed 55 fossero 
parallele (fig. 31), e per- 
ciò tangenti alle estremità 
A e B di un diametro del cerchio, allora essendo ancora M,M f 
i punti ove la tangente variabile m sega rispettivamente le tan- 
genti in A e B, ed essendo K il punto comune alla MC e 
alla tangente in B 9 l'angolo MCM 1 è retto per qualunque po- 




M' 
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sizione della tangente variabile; e, come precedentemente, i 
punti M ed M f sono corrispondenti in due punteggiate pro- 
iettive che la tangente variabile m determina sulle due tangenti 
fisse. 

In tutti i casi poi quando un lato dell'angolo costante, che 
ruota intorno al centro, passa pel punto d'incontro delle due tan- 
genti, considerato questo punto come appartenente all'una delle 
tangenti, l'altro lato passa pel punto di contatto dell'altra tan- 
gente: dunque* è vero il teorema enunciato. 

6. Vogliamo ora, in generale, costruire nel piano due forme 
fondamentali di 1.' specie projettive, essendo date tre coppie di 
elementi corrispondenti; cioè: 



Costruire nel piano due pun- 
teggiate projettive essendo date tre 
coppie di punti corrispondenti. 

a) Siano A, J3, C i tre 
punti dati dell'una punteggiata 
u ed A 1 , Bf, C, rispettivamente 
i corrispondenti dell'altra v. 

Sulla retta A A 1 (fig. 32), 
che unisce due dei punti cor- 
rispondenti dati , si assumano 
due punti 5 f ed 5,. Sia poi 
B,= S { B. S t B', C,= S t C. S t O 
ed A, = B 9 C,.AA 9 . 

Ora per avere il punto D 9 
di v, che corrisponde al punto 
qualunque D di u, basterà pro- 
iettare D da 5 f ; tagliare con 
B § C 9 =w, indi projettare da 5 t , 
poscia tagliare con v. 

Il punto iy cosi ottenuto è 
poi necessariamente il richie- 
sto; poiché le operazioni che 
conducono da Dafl' sono an- 
che quelle che conducono da 
A , B , C , rispettivamente ad 
A, Bf, O. 



Costruire nel piano due fasci 
projettivi di raggi, essendo date tre 
coppie di raggi corrispondenti. 

Siano a, b, e i tre raggi 
dati dell'un fascio di centro U, 
ed a', V, e' rispettivamente i 
corrispondenti dell'altro di cen- 
tro V (fig. 33). 

Pel punto ad d' intersezio- 
ne di due dei raggi corrispon- 
denti dati si conducano ad ar- 
bitrio due rette s t ed s % . Sia poi 
b % = s t b . s % W, c 9 = s t c . s t J 9 ed 
00== b 9 c 9 . ad. 

Per avere il raggio d f del 
fascio di centro V, che corri- 
sponde al raggio d assunto nel 
fasciò di centro U, basterà ta- 
gliare d con s v projettare da 
b 9 c 9 = W, indi tagliare con $ t , 
finalmente projettare da V. 

Il raggio projettante d cosi 
ottenuto, è poi necessariamente 
il richiesto; perchè le opera- 
zioni che conducono dal raggio 
d al raggio d 9 sono quelle che 
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D'altra parte, date tre cop- 
pie di elementi corrispondenti, 
qualunque sia il sistema delle 
operazioni usate, la corrispon- 
denza degli elementi delle due 
forme è determinata, così il 
punto D' ottenuto col sistema 
usato di operazioni è certamente 
il punto richiesto. 






conducono dai raggi a, b, e ri- 
spettivamente ai raggi a 1 , W, d. 
D'altra parte, date tre cop- 
pie di elementi corrispondenti, 
la corrispondenza degli elementi 
delle due forme è determinata, 
così il raggio cP ottenuto col 
sistema usato di operazioni è 
certamente il richiesto. 




Fig. 32. Fig 33. 

Da queste costruzioni discendono come casi particolari le se- 
guenti : 



V) Si assuma per punto 
S % , uno dei tre punti dati della 
punteggiata u y per esempio, A; 
e per punto 5 t , il suo corri- 
spondente A' in v (fig. 34). 

In questo sistema di opera- 
zioni osserviamo che la retta w, 
congiungente i punti: 

AB'.AFB 9 AC.jPC, 

non cambia, quando in luogo dei 
punti A, A 1 , si prendono i punti 



Si assuma per retta $ % , uno 
dei tre raggi dati, per esempio 
a, del fascio di centro U; e per 
l'altra retta s t9 il raggio corri- 
spondente a 9 del fascio di cen- 
tro V (fig. j5). 

In questo sistema di opera- 
zioni osserviamo che il punto W, 
intersezione delle rette: 

aV . afb, ad . afe, 
non cambia, quando in luogo dei 
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5, B'oppure i punti C, C 9 per fare 
la costruzione delle due pun- 
teggiate projettive. 

Infatti la retta w è la con- 
giungente i punti che corrispon- 
dono al punto uv comune alle 



raggi a, a 9 si prendono i raggi 
b, b 9 oppure i raggi e, à, per fare 
la costruzione dei due fasci pro- 
iettivi. 

Infatti il punto Wh il punto 
comune ai raggi che corrispon- 




Fig. 34 



due punteggiate, prima consi- 
derato come appartenente al- 
l'una e poi all'altra delle pun- 
teggiate stesse; quindi la retta w 
non può cambiare perchè ogni 
punto dell' una forma ha un 



dono al raggio UV, prima con- 
siderato come appartenente al- 
l' uno e poi all'altro dei due 
fasci ; quindi il punto W non 
può cambiare perchè ogni rag- 
gio dell' un fascio ha un unico 
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unico corrispondente nell' altra 
che è sempre il medesimo, fis- 
sate che siano tre coppie di ele- 
menti corrispondenti. 

Alle tre coppie A, A 1 ; B,B'; 
C, O di elementi corrispon- 
denti possiamo sostituire altre 
tre coppie di elementi corri- 
spondenti già costruiti, quindi: 



corrispondente nell'altro, che è 
sempre il medesimo, fissate che 
siano tre coppie di elementi cor- 
rispondenti. 

Alle tre coppie a, a'; b, V 9 
c,J di elementi corrispondenti, 
possiamo sostituire altre tre cop- 
pie di elementi corrispondenti 
già costruiti. Segue quindi: 




Kig. 35. 



In due punteggiate projettive 
in un piano , le coppie di rette 

come A'B, AB' congiungenti 

V una due punti non corrispon- 
denti delle due punteggiate, l'altra 
i loro corrispondenti, si tagliano 
in punti di una retta fissa w. 

Segue di qui che l'esagono 
ordinario AB?CA!BQ y i cui ver- 
tici A, B, C di posto dispari sono 
sopra una retta e quelli A!, B\ O 



In due fasci projettivi in un 
piano le coppie di punti come a'b, 
ab', . . . intersezioni, V uno di due 
raggi non corrispondenti dei due 
fasci, V altro dei raggi che corri- 
spondono ai primi, sono coppie di 
punti allineati conun punto fissoci. 

Segue di qui che l'esagono 
ordinario aVca'btf i cui lati a, b, e 
di posto dispari, passano per un 
punto e quelli a\ b\ à di posto 
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di posto pari sopra un'altra retta, 
è un esagono di Pascal, e w è 
la retta di Pascal. 

e) Finalmente sulla retta 
AA 1 possiamo scegliere (fig. 36) 
rispettivamente per punti S v 5 a , 
quelli ove le rette BB 1 = b , 
CO — e segano la retta AA f = a. I punto aa 9 coi punti bV = B , 



Allora la retta tv non sarà altro 
che la retta B'C; onde, per avere 
il corrispondente Z) f di un punto 
qualunque D della punteggiata u, 
basterà projettare da 5 t , tagliare 
con 5'C, projettare da S v ta- 
gliare con v. 



pari per un altro punto, è un 
esagono di Brianchon, essendo 
W il punto di Brianchon. 

Finalmente per rette s % ed s t 
condotte pel punto aa 1 = A 
possiamo scegliere rispettiva- 
mente quelle che uniscono il 



cc'=z C(fig. 37). Allora il pun- 
to Wnon sarà altro che il punto 
db; onde, per avere il raggio d' 
del fascio di centro V corri- 
spondente del raggio d del fa- 
scio di centro £7, basterà ta- 
gliare con s t = AC 9 projettare da 
bà = JV, tagliare con s^ = AB 
projettare da V. 




Fig. 36 

In tal modo, posto DD 1 = d, 
e da notarsi che l'esagono sem- 
plice : 

acudvb 
è un esagono di Brianchon; nel 
punto K di Brianchon si segano 
i raggi S,D, S^D*. 



In tal modo, posto dd f = D, 
P esagono semplice : 
ABUDVC 
è un esagono di Pascal. 

Nella retta k di Pascal giac- 
ciono i punti ove le s t ed s % 
tagliano rispettivamente i raggi 
d e d 9 . 
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Dalla costruzione data (a destra) di due fasci U> V projettivi 
nel piano si deduce, in altri termini, che se indichiamo con 
A, B, C> D i punti ove si segano quattro coppie di raggi corri- 
spondenti, prendendo i sei punti C7, V, A, B, C, D in un ordine 
tale che i centri U 9 V dei due fasci siano separati da una parte 
da uno, e quindi dall'altra, da tre dei rimanenti punti, si ottiene 




/ 






■ 
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in quell'ordine un esagono di Pascal. Viceversa dato un esagono 
UDVCAB di Pascal se da due vertici U y V separati da una parte 
da uno e dall'altra quindi da tre dei rimanenti, projettiamo i 
quattro vertici stessi rimanenti, si ottengono due fasci projettivi. 
Infatti i fasci V(ABCD), V^ABCD') sono projettivi perchè pro- 
jettano due punteggiate projettive poste sulle rette CA, AB; es- 
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sendo W il centro del fascio di cui le punteggiate stesse sono 
sezioni. Combinando assieme le proprietà ora enunciate risultano 
immediatamente i seguenti teoremi fra loro correlativi nel piano: 



Se U, V sono i centri di due 
fasci projettivi ed A, B, C, D i 
punti in cui si tagliano quattro 
coppie di raggi corrispondenti , 
progettando da due qualsivogliano 
dei sei punti U, V, A, B, C, D i 
quattro rimanenti, si ottengono 
due fasci projettivi; e in qua- 
lunque ordine si prendano, i sei 
punti stessi formano un esagono 
di Pascal. 
Od anche: 

Dato nel piano un esagono di 
Pascal, se da due vertici qual- 
sivogliano si progettano gli altri 
quattro si ottengono due fasci 
projettivi. 



Se u, v sono i sostegni di due 
punteggiate proiettive ed a, b, e, d 
le rette che congiungono quattro 
coppie di punti corrispondenti, 
tagliando con due qualsivogliano 
delle sei rette u, v, a, b, e, d le 
quattro rimanenti si ottengono, due 
punteggiate proiettive; e in qua- 
lunque ordine si prendono, le sei 
rette formano un esagono di Brian- 
chon. 

Dato nel piano un esagono di 
Brianchon, se con due lati qual- 
sivogliano si tagliano gli altri 
quattro si ottengono due punteg- 
giate proiettive. 

Projettando da un centro fuori. del piano, si otterranno i cor- 
rispondenti teoremi fra loro correlativi nella stella, relativi ai fasci 
projettivi di piani e di raggi della stella stessa. E si otterranno i 
corrispondenti teoremi degli angoli esaedri di Pascal e di Brian- 
chon, cioè degli angoli esaedri semplici di cui rispettivamente i 
tre spigoli diagonali sono in un piano e i tre piani diagonali 
passano per una stessa retta. 

7. Presi due punti P, Q qualsivogliano di un cerchio e projet- 
tando da due punti tre altri punti di esso, sarà determinata la 
corrispondenza projettiva dei due fasci P, Q che generano il cer- 
chio come luogo dei punti ove si tagliano le coppie di raggi cor- 
rispondenti dei due fasci cosi riferiti fra loro projettivamente in 
modo determinato. 

E reciprocamente se gli angoli da una stessa parte di PQ di 
tre coppie di raggi corrispondenti sono eguali, i fasci cosi riferiti 
fra loro projettivamente in modo determinato, generano un cer- 
chio, come luogo dei punti ove si tagliano le varie coppie di 
raggi corrispondenti. 
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Dalla generazione del cerchio con due fasci projettivi e dalla 
generazione del sistema delle tangenti del cerchio con due pun- 
teggiate projettive ne seguono le seguenti definizioni: 



a) Tangente in un punto 
P ad un cerchio non è altro che 
la posizione limite di una corda 
che ruota intorno a P, quando 
V estremo variabile della corda 
tende continuamente a coincidere 
con P. 

Od anche: 

Tangente al cerchio è una 
retta che unisce due posizioni con- 
secutive del punto mobile gene- 
ratore del cerchio. 



a 1 ) Ponto di contatto di una 
tangente p al cerchio è la posi- 
zione limite del punto in cui p 
viene tagliato da un'altra tan- 
gente variabile del cerchio, quando 
questa tende continuamente a coin- 
cidere con p. 
Od anche: 

Punto di un cerchio è V in- 
tersezione di due posizioni pros- 
sime della retta che si muove nel 
piano a generare il sistema delle 
tangenti del cerchio. 
Per le costruzioni date delle forme projettive, senza valersi 
della geometria elementare, si risolvono i problemi: 

Condurre la tangente al cerchio in un punto dato di esso; e tro- 
vare il punto di contatto di una data tangente. 

§ 4 . Forme fondamentali di 1S specie in involuzione, 

1. Siano date due forme fondamentali di i. a specie projettive 
sovrapposte; e per fissare le idee, siano date in un piano due pun- 
teggiate ABC... A'B'C 1 ... riferite fra loro projettivamente sulla 
retta u (fig. 38) essendo A> A 1 ; 5, B 9 ; C, C 1 ... coppie di punti 
corrispondenti. 

Sia A un punto non unito; e conduciamo per A, nel piano 
dato, una retta ad arbitrio; e prendiamo su di essa i centri 5 ed Sf 
da cui projettiamo le due punteggiate ad ottenere i fasci di raggi 
S(ABC...), S 9 (A 9 B 9 C ...) fra loro projettivi, essendo SA, S f Af\ 
SB, S 9 B 9 ; SC, S 9 C 9 . ... coppie di raggi corrispondenti. Ciò posto, 
un punto qualunque A della retta u può riguardarsi sia apparte- 
nente alla punteggiata ABC — che alla AB 9 C 9 — Se A si ri- 
guarda appartenente ad ABC — per ipotesi, è A 9 il suo punto 
corrispondente in A 9 B r O....; se invece A si riguarda appartenente 
ad A 9 B 9 C 9 . ... avrà per corrispondente in ABC... il punto A 9 ove 
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il raggio del fascio 5 corrispondente al raggio S'S del fascio S f 
sega la retta u. Quindi A ed A 1 coincideranno in un sol punto A! 
soltanto nel caso che nei due fasci projettivi S, S 1 i raggi corri- 

*: ^ / 
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x < / V\ ir / 



X \ \ / 
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Kig. 38. 



spondenti al raggio comune SS 9 anziché tagliarsi in un punto S" 
fuori di u si tagliano in un punto A della retta u stessa (fig. 39). 

Mx allora, per un teorema già dimostrato (pag. 54), risulta 
che projettando da S, S 1 un punto qualunque C di u, i raggi 
corrispondenti di SC, S'C, nei due fasci projettivi S(ABC....*) 

S 9 (A!J$Q ), si tagliano in uno stesso punto O di u: dunque 

per due forme projettive sovrapposte possiamo enunciare il se- 
guente teorema. 

In due forme fondamentali di 1* specie projettive e sovrap- 
poste ad un elemento della forma a cui appartengono corrisponde in 
generale un diverso elemento secondo che l'elemento assunto si ri- 
guarda appartenente all'una piuttostochè alY altra delle due forme; 
ina se ad un elemento , sia riguardato dell'una che dell'altra forma, 
corrisponde sempre il medesimo elemento, ciò accade per tutti gli 
altri elementi. 

In altri termini: 

Hate due forme projettive sovrapposte, sono in generale determi- 
nate anche due corrispondente omografiche P, P f fra gli elementi 
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della forma <f a cui appartengono le due forme projettive date; ma 
se nelle due corrispondente un elemento non unito ha il medesimo 
corrispondente, esse coincidono ; si ha cioè P = P f . 

Le due corrispondenze P, Pa cui danno, in generale, luogo 
due forme projettive sovrapposte, si dicono fra loro inverse; e 
quando coincidono > le due forme projettive sovrapposte si dicono 
in involuzione od in corrispondenza involutoria; oppure più breve- 
mente si dice che si ha un' involuzione di punti , di raggi o di 
piani, secondo che le due forme projettive sono punteggiate, fasci 
di raggi o fasci di piani. — Due elementi corrispondenti in una 
involuzione si dicono coniugati; perchè si corrispondono appunto 
in doppio modo o con permutabilità. In un'involuzione gli elementi 
uniti si diranno elementi doppi. 




Fig 80. 



2. Dalla ricerca della condizione perchè due punteggiate pro- 
jettive sovrapposte siano in involuzione ne risultano i seguenti 
teoremi fra loro correlativi nel piano : 



Due fasci di raggi di un 
piano riferiti fra loro proiettiva- 
mente sono tagliati da una retta 
qualunque del piano in due pun- 



Due punteggiate projettive di 
un piano sono progettate da un 
punto qualunque del piano da 
due fasci progettivi di raggi, ma, 
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Uggiate projettive; ma se la retta 
segante passa pel punto ove si 
tagliano i raggi corrispondenti a 
quello comune ai due fasci, le 
due punteggiate sezioni sono in 
involuzione. 



se il centro di prof elione è preso 
sulla retta congiungente i punti 
che corrispondono a quello co- 
mune alle due punteggiate, al- 
lora i due fasci prof et tanti sono 
in involuzione. 



Colla projezione da un centro fuori del piano si deducono i 
corrispondenti teoremi fra loro correlativi nella stella cioè: 



Projettando da un raggio della 
stella due fasci projettivi di. raggi 
di essa, si ottengono due fasci di 
piani projettivi sovrapposti, i 
quali sono in involuzione, se l'asse 
di projezione si assume nel piano 
dei due raggi che corrispondono 
al raggio comune dei due fasci 



Tagliando con un piano della 
stella due fasci projettivi di piani 
della stella stessa , si ottengono 
due fasci projettivi sovrapposti 
di raggi, i quali sono in invo- 
luzione, se il piano segante passa 
pel raggio intersezione dei piani 
che corrispondono al piano co- 
mune ai due fasci projettivi dati. I projettivi dati. 

Risulta ancora evidentemente : 

Se sopra un' involuzione di elementi si eseguisce un* operazione 
si ottime una nuova involuzione. 

Le cose quindi relative all'involuzione di punti, di cui avremo 
speciale riguardo, saranno subito estese alle involuzioni di raggi 
e di piani. 

3. Sopra una retta u del piano siano date due coppie A 7 A 9 ; 
B, ffl di punti. Se tali coppie debbono essere di elementi con- 
iugati di una stessa involuzione dovranno essere projettive le due 
forme AA 9 B 7 A! AB in modo da essere corrispondenti gli elementi 
che neir ordine scritto occupano nelle due forme lo stesso posto; 
perchè almeno gli elementi A 7 A 9 di una coppia si devono corri- 
spondere in doppio modo. 

Colle tre coppie date di elementi corrispondenti resta adunque 
determinata la voluta corrispondenza involutoria per le costruzioni 
indicate dal teorema del n.° i, cioè: 

Una corrispondenza projetliva involutoria è determinata da due 
coppie di elementi conjugati. 

Coi quattro punti A, B, C, D della retta u possiamo adunque, 
in particolare, determinare le tre involuzioni in cui sono rispettiva- 
mente conjugate le coppie di elementi: AB 7 CD; CA 7 BD; BC 7 AD. 
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Indicando quindi, d' ora avanti la projettività. di due forme colla 
interposizione del simbolo ^"; avremo: 

ABCD~/\BADC~\ CDBA^DCBA 

dunque : 

Una forma fondamentale di i. a specie composta di quattro ele- 
menti è projettiva a se stessa cambiandovi fra di loro i primi due 
elementi e gli ultimi due, oppure ponendo i primi due al posto degli 
ultimi due; finalmente prendendo gli elementi in ordine inverso. 

4. Siano E, F gli elementi doppi di una data involuzione di 
punti sopra una retta u del piano, e siano M, M f due elementi 
conjugati della involuzione stessa. Conduciamo nel piano una retta 
ad arbitrio per E; e prendiamo su di essa due centri A, B da cui 
projettiamo le due punteggiate in involuzione. Otterremo due fasci 
prospettivi perchè AB è un raggio unito; e posto H= AM. BM 9 
sarà FH la retta in cui si tagliano le varie coppie di raggi corri- 
spondenti dei due fasci prospettivi. Ma al raggio AM 1 deve cor- 
rispondere BM 9 dunque AM\ BM si debbono pure tagliare in un 
punto K della retta FH. Ora avuto riguardo al quadrangolo AHBK 
(fig. 40) risulta subito che la forma EFMM' è armonica; dunque: 




Fisr. 40. 



In un'involuzione gli elementi doppi sono separati armonicamente 
da ogni coppia di elementi conjugati. 
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5. Abbiamo visto che una corrispondenza projettiva involutoria 
è determinata da due coppie di elementi conjugati. Così un'in- 
voluzione di punti sulla retta u del piano sarà determinata da 
due coppie A, A 9 ; B 9 B 9 di punti conjugati. Ora potrà darsi che 
l'una coppia A, A 9 non separi l'altra coppia, il che accade quando 
l'un segmento finito A A 9 non ha alcuna parte in comune od è 
contenuto nell'altro segmento BB 9 . In tal caso abbiamo visto che 
esiste una coppia E, F di punti che dividono armonicamente le 
coppie A 9 A 9 ; 5, B 9 . I punti E, F saranno quindi i punti doppi della 
data involuzione. 

Se poi Aj A 9 separano 3, B 9 (fig. 41) allora immaginiamo nel 
piano i cerchi che hanno per diametri i segmenti AA 9 y BB 9 . Questi 
cerchi si laglieranno certamente in punti S, S 9 situati sopra una 




Fig. 41. 

stessa perpendicolare SS 1 alla retta u ed equidistanti da essa. 
Ora è chiaro che: i lati di un angolo retto S od S 9 che ruota nel 
suo piano intorno al suo vertice descrivono due fasci projettivi in in- 
voluzione, la quale sarà determinata da due coppie di raggi conju- 
gati, dunque: 

Dai punti S ed S 9 i segmenti dei punti conjugati della data 
involuzione sono visti ad angolo retto; od, in altri termini : 

La data involuzione non è altro che una sezione colla retta u di 
quella generata dai lati di un angolo retto che nel piano dato ruota 
intorno al suo vertice S od S 9 . 

6. Ogni cerchio avente il centro sopra u e passante per S, S 9 
taglia quindi la retta u in una coppia di punti conjugati della data 
involuzione; la quale non può avere elementi doppi perchè evi- 
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dentemente non ha elementi doppi P involuzione di raggi che la 
projetta da 5 o da S f . Riassumendo possiamo dire: 

Un'involuzione ha elementi doppi se delle due coppie di elementi 
conjugati che la determinano l'una non separa l'altra. 

Un'involuzione che abbia gli elementi doppi si dice iperbolica 
oppure positiva; si dice invece ellittica o negativa in caso con- 
trario. 

7, Riprendiamo il caso dell' involuzione negativa di punti ; 
quando cioè l'una coppia A, A 9 di elementi conjugati separa l'altra 
coppia B, B 1 (fig. 41). Sia il punto ove la retta SS 1 sega la 
retta u. Al punto O è conjugato il punto all'infinito della retta u; 
ed dicesi il punto centrale della involuzione. 

Se l'involuzione invece è positiva il punto centrale non è al- 
tro che il punto di mezzo del segmento EF dei due elementi 
doppi. 

Osserviamo poi che tanto nell'involuzione positiva che nella 
negativa il rettangolo dei segmenti OA, OA r intercetti tra il punto 
centrale O e due punti conjugati è costante; perchè eguale al qua- 
drato costruito sopra OE od OF nel primo caso; e sopra OS od 
OS 9 nel secondo. 

8. Risulta subito: 

/ cerchi di un piano passanti per due punti fissi L, M sono ta- 
gliati da una trasversale in coppie di punti conjugati di una stessa 
involuzione; il cui punto centrale è quello in cui la trasversale sega 
la retta LM che unisce i due punti fissi. 

Inflitti la trasversale tagliando i cerchi nominati può tagliare 
la retta LM in un punto O (fig. 42, 42 bis) fuori del segmento 
intercetto dai due cerchi; oppure (fig. 43) in un punto del 
segmento finito stesso LM. Nel primo caso immaginiamo il cer- 
chio di centro O e di raggio uguale alla porzione 0£ t di retta 
intercetta fra O ed il punto di contatto di una tangente condotta 
da ad uno qualunque dei cerchi passanti per L, Af. Il cerchio 
così condotto segherà la trasversale u nei punti E, F, che sono 
divisi armonicamente da tutte le coppie di punti in cui la trasversale 
sega i cerchi descritti per L y M. Dunque le coppie di punti no- 
minati sono coppie di punti conjugati di una stessa involuzione 
di cili è il punto centrale. 

Nel 2. caso (fig. 41) pure la trasversale sega la LM in un 
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punto ed i cerchi passanti per LM in coppie A, A 9 di punti tali che 
il rettangolo dei segmenti OA y OA 9 è costante perchè sempre eguale 
al rettangolo dei segmenti 0L, OM.; e di più una coppia A 9 A 1 di 
tali punti è separata da un'altra coppia B y B ! analoga (fig. 43). 




Fi*. **. 




Pig. 4« bis 



Dunque le coppie A, A 1 ; B y B 9 di punti sono anche in questo 

caso coppie di punti conjugati di una stessa involuzione negativa, 
di cui, è il punto centrale. Osserviamo finalmente che se la 
trasversale fosse parallela alla LM, allora i segmenti NN 9 della 
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Fig. 43. 



trasversale intercetti fra i vari cerchi, condotti per L, M, avrebbero 
lo stesso punto di mezzo E; e le coppie di punti N, N 9 in cui la 

trasversale sega i cerchi stessi con- 
dotti per LM sarebbero coppie di 
punti conjugati dell'involuzione, di 
cui il punto di mezzo del segmento 
NN 9 e il punto all'infinito della tra- 
sversale sarebbero gli elementi doppi. 
In tal caso l'involuzione di punti si 
dirà simmetrica. Riassumendo resta 
adunque dimostrato il teorema enun- 
ciato. 

Dal teorema del numero precedente segue la costruzione di 
una involuzione di punti sopra una retta u del piano date che siano 
le due coppie A, A 9 ; B, Bf di. elementi conjugati. Basterà perciò 
assumere nel piano un punto L fuori della retta u; per il punto L 
e per A y A 9 , e per L 9 B 9 Bf si conducano i cerchi che si taglie- 
ranno in un altro punto M. Il conjugato di un punto qualunque C 
si otterrà costruendo il cerchio dei tre punti C, L, M che segherà 
di nuovo la u nel punto O richiesto. 

La retta LM sega la u nel punto centrale della involuzione. 
9. Siano ora date sulla retta u del piano due involuzioni di 
punti (fig. 44) determinate rispettivamente dalle coppie AA 9 7 BB f i 
AfA'f, BfB 1 , di elementi conjugati. Per le terne LA A 1 , LBB 9 di 




Fig. 44. 



punti immaginiamo i cerchi che si tagliano di nuovo in M. Si- 
milmente per le terne LA t A 9 n LB 9 B' t di punti immaginiamo i 
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cerchi che si tagliano di nuovo in N. lì cerchio condotto per 
i tre punti LMN> se segherà la retta «, la taglierà in punti C, O 
conjugati in entrambe le involuzioni. — Questa poi è Punica 
coppia di elementi conjugati che possono avere in comune le due 
involuzioni, altrimenti dovrebbero coincidere. Se una almeno delle 
involuzioni è negativa, possiamo assumere per punto L uno dei 
punti S, S f da cui sono visti sotto angolo retto i segmenti dei punti 
conjugati; ne segue che resta in tal caso determinato il cerchio 
che sega necessariamente la retta u in due punti che sono i conju- 
gati comuni nelle due involuzioni , perchè la retta u è un dia- 
metro del cerchio nominato. Se poi le due involuzioni sono po- 
sitive allora, essendo £", F; £', F 1 i punti doppi delle involuzioni 
stesse, la coppia domandata di punti conjugati comuni è quella 
che divide armonicamente le coppie £", F; £', F' di elementi doppi, 
dunque : 

Due involuzioni sovrapposte hanno una coppia di elementi con- 
fugati comuni se una di esse almeno è negativa; e se gli elementi 
doppi dell'una separano quelli dell'altra, quando siano entrambe 
positive. 

Di qui segue che: 

Un 9 involuzione di raggi, che non sia composta di raggi conju- 
gati ad angolo retto, ha sempre una coppia di raggi conjugati ad 
angolo retto, i quali sono i raggi bisettori degli angoli dei raggi 
doppi, se la involuzione è positiva. 

Similmente : 

Un involuzione di piani che non sia composta di piani conju- 
gati ad angolo retto, ha sempre una coppia di piani conjugati ret- 
tangolari che sono i piani bisettori degli angoli diedri dei piani 
doppi, se l'involuzione è positiva. 

10. Nel piano hanno luogo i seguenti teoremi fra loro cor- 
relativi: 



Le coppie di lati opposti di 
un quadrangolo completo vengono 
tagliate da una trasversale qua- 
lunque in tre coppie di punti 
conjugati di una stessa involu- 
zione. 



Le coppie di vertici opposti di 
un quadrilatero completo vengono 
projettate da un punto arbitrario 
del piano, da tre coppie di raggi 
conjugati di una stessa involu- 
zione. 



Infatti sia (a sinistra) LMNP un quadrangolo (fig. 45) e siano 
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A, A 1 ; B, 5 r : C, O; le coppie di punti in cui la trasversale presa 
nel piano sega le coppie LM, NP; MN, LP; NL, MP di lati 
opposti. 




Fig 15. 

Ciò posto, consideriamo un lato del quadrangolo, p. es. PM; 
su di esso vi sono quattro punti: i due vertici P, M, il punto 
diagonale E e il punto O ove PM viene tagliato dalla trasver- 
sale. Projettiamo la punteggiata PMEO ora nominata dagli altri 
due vertici N, L del quadrangolo sulla trasversale stessa; otter- 
remo due punteggiate projettive; e sarà quindi: 

A'BCC' A B'ACa ma 

B'ACC /\ ABfOC dunque 

AfBCO A APfCC 

il che dimostra che A, A'; B,B 9 ; C, O sono coppie di punti 
conjugati di una stessa involuzione. 

Seguendo il principio di Dualità nel piano si dimostra il teo- 
rema a destra. 

11. Di qui segue ancora la risoluzione dei seguenti problemi, 
fra loro correlativi nel piano: 



Date in una retta u del piano 
dui coppie di punti conjugati di 
una involuzione, trovare il conju- 
gato di un altro punto qua- 
lunque. 



Dato in un fascio U del 
piano due coppie di raggi conju- 
gati di una involuzione, trovare 
il conjugato di un altro raggio 
qualunque. 
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Basta (a sinistra) immaginare un quadrangolo di cui due lati 
opposti passano per due dei punti conjugati dati; un terzo lato 
del quadrangolo passi pel punto di cui si cerca il conjugato; 
quindi due altri lati opposti del quadrangolo passanti pegli altri 
due punti conjugati, allora il sesto lato del quadrangolo cosi co- 
struito segherà la retta u data nel punto richiesto. 

Correlativamente si risolve il problema a destra. 

12. Projettando da un centro fuori del piano, si ottengono 
per la stella i seguenti teoremi fra loro correlativi nella stella: 



Le coppie di facete opposte di 
un angolo quadrispigolo sono ta- 
gliate da un piano della stella 
in tre coppie di raggi conjugati 
di una stessa involuzione. 



Le coppie di spigoli opposti 
di un angolo tetraedro vengono 
progettate da un raggio della stella 
in tre coppie di piani conjugati 
in una stessa involuzione. 



13. Nel piano sono pure correlativi i seguenti teoremi: 



Se una trasversale sega i lati 
di un triangolo in tre punti conju- 
gati in una stessa involuzione con 
altri tre punti della trasversale 
stessa, projettando questi ultimi 
dai vertici rispettivamente oppo- 
sti, si ottengono tre rette che si 
tagliano in un punto. 



Se i raggi che projettano da 
un centro i tre vertici di un 
triangolo sono conjugati in una 
stessa involuzione con altri tre 
raggi, questi ultimi sono tagliati 
dai lati rispettivamente opposti 
in tre punti situati sulla stessa 
retta. 



Infatti (a sinistra) siano (fig. 45) A f 9 fi 1 , C i punti in cui 
vengono tagliati dalla retta i lati PN, PL, LN del triangolo PLN 
e siano A, B, C i punti conjugati di A\ B\ C in una stessa in- 
voluzione. Le rette LA, NB si tagliano in un punto M. Si unisca 
M con P, allora MP segherà la retta in un punto C tale che 

A'B'AC A ABAìO 1 ma 

A'B'AC A ABA'C dunque 

C\ C n debbono coincidere, il che dimostra il teorema. Correla- 
tivamente si dimostra il teorema a destra. 

Di qui segue immediatamente: 

Se in una forma fondamentale di i. a specie di tre elementi, si 
trovano i conjugati di ciascuno rispetto ai due rimanenti, si hanno 
tre nuovi elementi rispettivamente conjugati coi primi in una stessa 
involuzione. 
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Infatti siano p. es. A 9 B> C tre punti di una retta u di un piano. 
Conduciamo nel piano tre rette per i punti A 9 B 9 C a formare 
un triangolo A f B 9 C f9 essendo A n lì n C, i vertici del triangolo 
rispettivamente opposti ai lati che passano per A, B 9 C. Siano 
A\ B 9 9 O i conjugati armonici di A, 5, C rispetto a BC 9 CA 9 AB; 
allora per il teorema della pag. 43 le rette A t Af B X B 9 C t O con- 
correranno in uno stesso punto. 

Dunque se consideriamo l'involuzione determinata dalle coppie 
A, A 1 ; B, B 9 di elementi conjugati, questa contiene anche le coppie 
C, O di elementi conjugati e . d . d. 

Segue di qui che se determiniamo il conjugato armonico di 
ciascuno degli elementi A 9 9 B 1 . O rispetto ai due rimanenti tro- 
veremo di nuovo A 9 B 9 C. Infatti avremo: 

AB CO A A'B'OC; 

dunque A'B/QC è una forma armonica; e così via. 

14. Le forme projettive sovrapposte e le involuzioni in parti- 
colare servono a porre una corrispondenza fra gli elementi di 
una forma fondamentale di i. a specie, mediante la quale la forma 
è trasformata in se stessa. Sarà bene però notare da ultimo l'esi- 
stenza di corrispondenze omografiche singolari. Così se siano dati 
nel piano due fasci S l9 S t projettivi e tagliamo con un raggio/) di 
uno di essi, p. es. di S t , otterremo due punteggiate projettive, in 
quanto che si passa dall'una all'altra con un numero finito di ope- 
razioni; ma la corrispondenza a cui esse danno luogo fra gli 
elementi di p è singolare, in quanto che ai vari punti di p con- 
siderati come appartenenti alla punteggiata sezione di S t corri- 
sponde sempre il punto S 9 ove il raggio p di S, viene tagliato 
dal suo corrispondente in S,; e invece ai punti di p considerati 
come appartenenti alla punteggiata sezione di 5 8 corrisponde 
sempre il punto 5,. I punti S 9 9 S t sono dunque elementi singolari, 
in quanto che i loro corrispondenti sono indeterminati. 

Nel caso particolare poi che la retta p fosse il raggio di S t 
che corrisponde al raggio S t S l di S 9 , allora gli elementi singo- 
lari S', 5, coincidono nel punto stesso S t ; si ha cioè che, ad ogni 
punto di /?, sia considerato appartenente alla prima che alla se- 
conda punteggiata, corrisponde sempre il punto S r Sulla retta p 
avremo quindi un'involuzione singolare, che diremo involuzione 
parabolica. 
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CAPITOLO III. 



Relazioni metriche delle forme projettive. 



§ I. Rapporti (inarmonici ed armonici. 

1. Siano A e B due punti presi sopra una retta u di un dato 
piano. Indichiamo con AB' il numero che misura il segmento fi- 
nito che ha l'origine in A e Y estremo in B; ove si facciano le so- 
lite convenzioni: siano cioè, numeri di uno stesso segno quelli 
che misurano segmenti, che si possono riguardare come generati 
nel medesimo senso; cosicché sono opposti due numeri, come 
AB, BA, che misurano due segmenti, di cui l'origine dell'uno è 
l'estremo dell'altro; in altri termini si ha: 

AB + BA = o od AB=: — BA. (i) 

Riteniamo di considerare costantemente misurati i segmenti di 
retta, cosicché noi d'ora avanti chiameremo anche segmento la 
misura del segmento stesso, denotata come si è detto più sopra. 
Se A, 3, C sono tre punti della retta u avremo subito, per 
la (1) : 

AB + BC+CA = o 9 

d'onde si ricava, tenuto sempre conto della (i): 

AB = AC+CB 9 AB=CB—CA. (2) 

La prima delle (2) serve ad esprimere un segmento di retta 
per mezzo della somma di altri due segmenti, assumendo un terzo 
punto C sulla retta; la seconda delle (2) serve ad esprimere, in 
modo analogo, un segmento per la differenza di altri due. 

Se finalmente siano: A, B, C, D quattro punti comunque presi 
sulla retta w, ha luogo la relazione: 

AB. CD + BC.AD+ CA.BD = o. (3) 

Infatti per le (2) si ha: 

AB = AD + DB, BC = BD + DC 7 CA^CD + DA, 
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che moltiplicate rispettivamente per CD, AD, BD e sommate 
danno la relazione domandata, avuto sempre rignardo alla (i). 
2. Una punteggiata armonica A, B, C, D può sempre riguar- 
darsi come la sezione di un fascio formato da due rette a, b 
(fig. 46) che si segano in un punto al 
finito 5 e dalle bisettrici e e d dei due 
angoli completi in cui esse rette dividono 
il piano. Ora dal triangolo SAB si ha, 
in valore assoluto, 

SA _AC SA _AD 
SB~ BC' ~SB~~~BD 






e 


enendo 


conto 
AC, 
BC 


del segno, 

AD 
~~BD' 


sarà: 


OS 


ia 


AC 
BC 


AD 




od 


anche: 


AC 
BC 


AD 

BD ' 





nr — nn' tU 



(')■ 



co" 



\ La relazione ottenuta è dunque quella 

\ che lega i segmenti di una punteggiata 

***• *■ armonica qualunque. 

La relazione armonica può porsi sotto altre forme. Così, [per 
le (2) del numero precedente] si ha: 



AD=CD— CA, BD=CD- 
Sostituendo tali valori nella (i)" essa dà: 



CB. 



CD~ 2\CA^ CB) 



CO 



Sotto questa forma serve a dare immediatamente il segmento 
CD, che sulla retta determina il punto D, conjugato armonico 
del punto dato C rispetto agli altri punti dati A e B. 
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Finalmente, se O è il punto di mezzo del segmento CD sarà: 
CO= OD — — OC, e quindi per le (2) (n.° 1) si avrà: 

AC=OC—OA y AD = — (OC + OA) 
BC=OC—OB, BD = —\oC+OB) 

e sostituendo tali valori nella (i) f e riducendo si ha subito: 

0C= OA . OB. (3) 

La relazione (3) si poteva dedurre subito per le proprietà e 
costruzioni date a pag. 40. 

Se indichiamo con qo il punto all'infinito della retta 11, e 
supponiamo che C sia il punto di mezzo del segmento AB, la 
(1) dà: 

Aqo 

B^ = l - (3)' 

cioè: i numeri i cui valori crescono oltre ogni limite, perchè mi- 
surano due segmenti, le cui grandezze crescono oltre ogni limite, 
sono da ritenersi avere per rapporto l'unità. Del resto la stessa 
cosa risulta per via di limite dalle formole della decomposizione 
dei segmenti, poiché per tre punti A, B, C in linea retta si ha: 

AC_ AB+BC _AB 
~BC~ BC — BC +lm 

Quando C tende continuamente a diventare il punto oc al- 
l'infinito della retta si ha la (3)'. 

3. Siano date in un piano due punteggiate prospettive, 

u = ABCD... u'.= L A'B'OD>... 9 

sezioni del fascio di centro O (fig. 47), e supponiamo da prima 
che le rette u ed vi su cui giacciono non siano parallele, e si se- 
gano quindi in un punto 5 al finito. Conduciamo da O la paral- 
lela alla u a segare la u f in Qj, e la parallela alla u! a segare 
la u in JR. Saranno R e Q f i punti limiti delle due punteggiate 
prospettive, cioè i punti i cui corrispondenti cadono all'infinito. 
Per le costruzioni fatte, i due triangoli: ROA> A'OQ 1 , sono si- 
mili, avremo perciò: 

RA OR 

OQ^ Q'A' 
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quindi : 



RA . Q'A' = OQ! .OR = RS. QS. 



CO 



Il prodotto RA . QA 1 ha un valore costante, qualunque sia la coppia 
di elementi A, A 1 corrispondenti delle due punteggiate prospettive. 
Tale prodotto ha anche il medesimo segno per ogni coppia di 
elementi corrispondenti. Poiché se noi fissiamo, ad esempio, che 
nelle rette u ed vi siano misurati da numeri positivi i segmenti 
generati come RS, Q'S, qualunque raggio del fascio, di cui le 
due punteggiate sono sezioni, sega (pel postulato di Euclide 
sulle parallele) le due rette w, u' in una coppia di punti corrispon- 
denti, pei quali il prodotto considerato ha i suoi fattori, o tutti 
due positivi, o tutti due negativi; epperò esso prodotto è positivo, 
come per ipotesi lo è : RS . Q'S. 




nVv 







mg. 47 



4. Indicando con K il valore del prodotto RX, Q'X f ; per una 
coppia corrente X, X 1 di punti corrispondenti, possiamo dire che 
/' equazione : 



RX . QX' = K 
ci rappresenta le due punteggiate prospettive. 
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Consideriamo due quaderne: ABCD, A'B'C'D' di punti corri- 
spondenti (fig. 47). Avremo: 



e quindi: 



onde : 



da cui: 



RA.QA'=.RC.QC'=^K, 

RA-JL rc-JL 
KA ~ Q'A 1 ' *^ — Q!O y 



rc—ra = k(-1 —L-ì , 

\Q'C> Q'A') 



AC=-K AC 



Q'A' . QO 
Ed egualmente si otterrebbe: 

B'O 



BC=—K 



QB' . QC 

da cui: 

AC_£0_ Q'B' 

~BC~B r C"QJ'' 
Allo stesso modo si trova: 

AD _A'D' Q'B' 

é£*é£.—d-£. ^JL 

~BC"BD~ B'C'ffW 



0) 



(3) 



La relazione segmentarla (1) non ha luogo sia quando le due 
rette u e ti sono parallele, sia quando il centro O del fascio va 
a distanza infinita * cioè quando le due punteggiate sono sezioni 
di un fascio di raggi paralleli. 

Però in tutti i casi è facile vedere, per note proposizioni di 
geometria elementare, che la relazione segmentaria (3) ha sempre 
luogo: cioè la relazione segmentaria (3) compete ad una coppia 
qualunque di punteggiate prospettive. 

5. Chiamiamo ora rapporto anannonico dei quattro elementi 
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A, B y C, D della punteggiata u 9 presi nell'ordine scritto, la fun- 
zione segmentami , 

AC AD 

BC'BD 

e denotiamo tale funzione con (AB CD). Quando uno dei punti, 
è il punto all'infinito dell'una punteggiata, uno dei membri del- 
l'equazione (3) del numero precedente si riduce ad un rapporto 
semplice. Così se il punto D è il punto all'infinito della w, si ha 
la (2) del n.o 4. Indicando con qo il punto all'infinito della u e 
ritenendo appunto che: 

Avo 

IkT, = l ' 

e analogamente per la u\ si avrà il teorema: 

In due punteggiate prospettive, il rapporto anarmonico di quattro 
elementi dell'una è eguale al rapporto anarmonico dei quattro cor- 
rispondenti elementi dell'altra. 

Segue quindi: 

II rapporto anarmonico dei quattro punti in cui una trasversale 
sega quattro raggi quattro piani di un fascio, ha sempre il me- 
desimo valore qualunque sia la trasversale; qualora si considerano 
i quattro raggi ed i quattro piani in uno stesso e determinato ordine. 

Possiamo quindi porre le seguenti definizioni: 

Rapporto anarmonico di quattro raggi a, b, e, d di un fascio, 
presi nell'ordine scritto, non è altro che il rapporto anarmonico 
dei quattro punti in cui una trasversale sega ordinatamente i 
quattro raggi; e tale rapporto anarmonico sarà indicato pure con: 
(abei). 

Rapporto anarmonico di quattro piani a, jS, 7, i di un fascio , 
presi nell'ordine scritto, non è altro che il rapporto anarmonico 
dei quattro punti in cui una trasversale sega ordinatamente i quattro 
piani; e tale rapporto anarmonico sarà indicato con: QzfiyS). 

6. Dalle definizioni ora date risulta subito: 

Si mantiene costante il valore del rapporto anarmonico di quattro 
elementi di una forma fondamentale di i. a specie, quando sulla 
forma si eseguisce un' operazione. 

E quindi: 

In due forme fondamentali di i. a specie proiettive, il rapporto 
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(inarmonico di quattro elementi dell'una forma eguaglia il rapporto 
(inarmonico dei corrispondenti dell'altra. 

7. Dati tre punti A, B, C; di una retta u del piano resta de- 
terminato un unico punto X tale, che il rapporto anarmonico 
(ABCX) assume un dato valore K. Ed invero l'equazione: 

(ABCX)=^:^=K, (i) 



posto : 



diventa 



BC~ 1 K~ * 



m= H > C f > 



dunque, secondo che H è negativo o positivo, il problema è ri- 
condotto alla costruzione del punto X che divide il segmento fi- 
nito AB o il suo complementare in un dato rapporto H. Questo 
problema ha una sola soluzione e infatti l'equazione da cui di- 
pende, essendo, 

AX = AB + SX, 

si riduce ad un'ordinaria equazione: 

AB + BX=H.BX 
di i.° grado nel segmento BX che determina il punto X, e si ha: 

AB 



BX = 



H—i' 



Per costruire il punto X, basta condurre per C (fig. 48) una 
retta ad arbitrio, e portare su di essa, a partire da C due segmenti 

CA, CB' il cui rapporto sia K; 

j j ■ • • ± DO B 

prendendo poi 1 segmenti stessi ^ » ; ^ 

da una stessa parte o da parti \ \ \ ^^ 

opposte della retta u, secondo \ v \ ^\g' 

che K è positivo o negativo. N% < \ 

Condotte le rette AA\ BB\ sia \ j , 

S il loro punto d'intersezione, . Ma 

e da quel punto conduciamo una 

parallela alla retta condotta per C; il punto D dove la parallela 
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condotta sega la retta w, è il punto richiesto. Per rendersi ragione 
delle costruzioni fatte basta osservare che si ha: 

(ABCD) = (A'B'Cx) =— = ^ w = K. 

8. Se K— — 1, la punteggiata AB CD costruita è armonica, 
perchè lo è la: ABCoc. Viceversa poi, è già stato dimostrato 
(vedi n.° 2) che se una punteggiata è armonica, il rapporto anar- 
monico di essa punteggiata ha il valore — 1. Inoltre se AB CD 
è una punteggiata projettiva alla BACD, allóra le due punteg- 
giate considerate sono armoniche. Infatti: 



ed anche: 



da cui: 



(ABCD) = (BACD) y 
(ACBD) = (BCAD) 9 



e quindi: 



CB . AD "" CA . BD ' 

AC AD 

~BC : BD ==( ^ ABCD ^ = ~ 1 ' C ' d ' d - W 



Dalla stessa relazione armonica (1) si può dedurre che la 
coppia di elementi A e B separa la coppia di elementi C e D; 

perchè essendo i due rapporti jr-^y ~r=ryr di segno contrario, ne 

segue che se uno dei due elementi dell'una coppia è dentro del 
segmento finito dell'altra coppia, l'altro elemento è fuori. La stessa 
relazione (1) ci dice che se teniamo fissi i due conjugati A e B y 
e facciamo muovere C a coincidere con A, anche D dovrà muo- 
versi in senso opposto a coincidere con A. Ponendo poi la re- 
lazione armonica sotto la forma: 



:d 2\ca^ eh) 



CD 

si vede chiaro che se teniamo fissi due elementi non conjugati, 
per esempio A e C gli altri due B e D si debbono muovere nel 
medesimo senso, cosicché se B si avvicina ad A y anche D si av- 
vicina ad A nel medesimo senso 
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9. Il problema del n.° 7 ha, come per la punteggiata, una 
soluzione unica per tutte le forme fondamentali di i. a specie; in 
altre parole: « Dati tre elementi di una forma fondamentale di 
1.* specie, è unico e determinato il 4. elemento, che insieme ai 
tre dati dà un gruppo di quattro elementi, il cui rapporto anar- 
monico, fissato l'ordine degli elementi, ha un valor dato. » 

Da questo segue il teorema: 

a) Sebbene (vedi pag. 27, n.° 7) con infiniti sistemi diversi di 
operazioni, noi possiamo passare da tre elementi di una forma , ad 
altri tre elementi di un'altra; pure, qualunque sia il sistema delle 
operazioni, passeremo da un 4. elemento dell' una forma, ad un 
unico 1 medesimo elemento dell 9 altra. 

Od in altri termini: 

V) La corrispondenza fra gli elementi di due forme fondamen- 
tali projettive è determinata quando siano date tre coppie di elementi 
corrispondenti. 

Infatti pel teorema del n.° 6 con qualunque sistema di ope- 
razioni, il rapporto anarmonico dei quattro elementi dell'una 
forma, eguaglia quello degli elementi dell'altra forma, derivati col 
sistema considerato di operazioni. Quindi per l'osservazione fatta 
al n.° 9, risulta che il 4. elemento della 2.* forma corrispondente 
al 4. elemento considerato della prima è sempre il medesimo, 
qualunque sia il sistema delle operazioni con cui si passa dai 
primi tre elementi della prima, ai tre corrispondenti della seconda. 

Possiamo anche dire: 

e) Come in due forme projettive, il rapporto anarmonico di 
quattro elementi dell'una forma eguaglia quello dei corrispondenti 
dell'altra, così viceversa: se gli elementi di due forme si corrispon- 
dono in modo che ad un elemento di una forma corrisponda un 
elemento dell'altra, sicché il rapporto anarmonico di quattro elementi 
dell' una forma sia eguale a quello dei corrispondenti dell'altra, le 
due forme sono projettive. 

Infatti possiamo passare con un numero finito di operazioni 
(vedi pag. 27, n.° 7) da tre elementi dell'una forma a tre corri- 
spondenti dell'altra; ma allora con queste operazioni passeremo 
anche da ogni altro elemento della prima forma ad un elemento 
della seconda, nel modo voluto dall'enunciato del teorema, cioè: 
le forme i cui elementi si corrispondon nel modo detto nel teo- 
rema enunciato sono essenzialmente projettive: c.d,d. 
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10. Dall'unica soluzione che ha il problema enunciato a prin- 
cipio del n.° 7, segue ancora: 

d) Se due forme projettive sovrapposte hanno tre elementi uniti, 
esse forme coincidono. 

Da questo teorema segue di nuovo il teorema a) e così poi 
i teoremi £), e). Poiché se con due sistemi di operazioni si passa 
da tre elementi di una forma agli stessi tre elementi di un'altra, 
ma si passasse poi, coi due sistemi di operazioni, da ogni altro 
elemento della prima forma a due diversi elementi della seconda, 
allora le coppie di elementi cosi ottenuti nella seconda forma 
sarebbero coppie di elementi corrispondenti in due forme projet- 
tive sovrapposte, che avrebbero per elementi uniti i tre elementi 
assunti della seconda- forma; dunque esse forme projettive sovrap- 
poste coinciderebbero, ossia gli elementi delle varie coppie di 
elementi corrispondenti coinciderebbero in un sol elemento; e 
però anche in questo modo sarebbe dimostrato il teorema a) e 
in modo analogo derivano subito i teoremi b) y e). 

In sostanza poi è chiaro che nulla havvi di nuovo nella di- 
mostrazione ora data; con essa si è condotti, come nel primo 
modo, ad invocare Posservazione fatta al n.° 9, sul problema del 
n.° 7: cioè che tale problema è di primo grado, ossia non am- 
mette che un'unica soluzione. 

11. Siano a, b 9 e, d quattro raggi di un fascio di centro O 
al finito; ed indichiamo con (ac) uno degli angoli del raggio a 
con c y e cosi via. La funzione 

sen (ac) u sen (ad) 
sen (bc) sen (bd) 

è l'espressione trigonometrica del rapporto anarmonico dei raggi 
a, b, e, d presi nell'ordine scritto. Tagliamo infatti con m il fascio 
abed di centro ad ottenere la punteggiata AB CD (fig. 49). 

I triangoli OAC, OCB y OAD, ODB, conducendo da O la 
perpendicolare OH ad AD, danno: 

2 volte triang. OAC = AC. OH=OA . OC sen (ac) 
2 volte triang. OB C = BC . OH= OB . OC sen (bc) 
2 volte triang. OAD = AD. OH=OA. OD sen (ad) 
2 volte triang. OBD = BD . OH = OB . OD sen (bd) 
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onde si ricava subito in valore ed in segno: 

, , ^ ^ .«^r^N sen(a^) sen (ad) , , 

(I) (abcd) = {ABCD) = ^ : ^ e. d. d. 




Fi*. 40. 

12. Volendo considerare ora i rapporti anarmonici di quattro 
elementi di una forma fondamentale di i. a specie, quando gli 
elementi stessi si riguardano in ordini differenti, basterà conside- 
rare i rapporti anarmonici di quattro elementi di una punteggiata, 
poiché il rapporto anarmonico di quattro elementi di un fascio 
eguaglia quello della punteggiata sezione. I quattro elementi R, 5, 
T y U li possiamo concepire in 24 ordini differenti, cioè tanti quante 
sono le permutazioni di quattro cose. Avremo cosi 24 rapporti 
anarmonici, sei dei quali conterranno nei loro simboli al primo 
posto la lettera R, sei la 5, sei la T, sei la U; e si otterranno 
permutando in tutti i modi possibili le tre rimanenti. Abbiamo 
quindi quattro gruppi di sei rapporti anarmonici; ad ogni rapporto 
anarmonico di un gruppo ne corrisponde uno ed uno solo in cia- 
scun degli altri tre gruppi che ha lo stesso valore del primo; e 
ciò per le seguenti proprietà: 

Un rapporto anarmonico non cangia di valore se nel suo simbolo 
si permutano .fra loro le prime due e le* ultime due lettere, si met- 
tono le prime due al posto delle ultime due, finalmente si pongono 
le lettere in ordine inverso; si ha cosi: 

(RSTU) = (SRUT) = (TURS) = (UTSR). (II) 

Basta sostituire ai simboli le loro espressioni per verificare le 
eguaglianze scritte. 

Abcribri , Geometria proiettiva 6 



82 GEOMETRIA PROJETTIVÀ. 

13. Se vogliamo quindi tener conto dei valori dei 24 rapporti 
anarmonici, basterà tener conto soltanto dei valori di quelli con- 
tenuti in uno dei quattro gruppi su nominati; per esempio dei 
sei rapporti in cui, nei loro simboli, R si trova al primo posto. 
Ora i valori di questi sei rapporti sono talmente legati fra loro, 
che dato uno di essi sono determinati gli altri cinque. Per veder 
questo basta osservare che il prodotto di due rapporti anarmonici, 
che nei loro simboli differiscono per le ultime due (od anche per 
le prime due) lettere permutate, è l'unità, e si dicono reciproci. 
Si ha così: 

(RSTU) (RSUT) = 1. (Ili) 

Basta sostituire ai simboli le loro espressioni che l'eguaglianza 
si trova verificata. 

Inoltre due rapporti anarmonici che nei loro simboli non dif- 
feriscono che per le lettere medie (od estreme) permutate danno 
per somma Punita e si dicono complementari. Cosi si ha: 

(RSTU) + (RTSU) = 1. (IV) 

Sostituendo ai simboli le loro espressioni, riducendo allo stesso 
denominatore e portando tutto nel primo membro, avuto sempre 
riguardo alla regola dei segni per i segmenti, l'eguaglianza scritta 
si riduce ad un'identità dimostrata [vedi pag. 71 formola (3)]. 

14. Dunque se sia: 



/ 



(RSTU) = K y sarà: 
(RSUT) = ± 
(RTSU) = i —K 

(b)((RTUS) = T ± 1; 



(^ rs ) = FZ-F 



\ 



(RUST)^^ 



eguaglianze le quali dimostrano appunto come per le (III) e (IV), 
dato il valore K di (RSTU), siano determinati i valori degli altri 
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cinque rapporti anarmonici che nel loro simbolo contengono al 
primo posto R. 

15. Osserviamo inoltre che un rapporto anarmonico (RSTU) 
acquista i valori speciali o, i, oo se rispettivamente coincidono 
il i.° col 3. elemento oppure il 2.° col 4. ; il i.° col 2. o il 
3. col 4. ; il 2.0 col 3. o il i.° col 4. . 

È bene ritenere poi che le relazioni fra i rapporti anarmonici 
di quattro elementi di una stessa punteggiata valgono per i rap- 
porti anarmonici di quattro elementi di un fascio. Così se a y b y e, d 
sono quattro raggi di un fascio si avrà: 

sen (ab) sen (ed) -J- sen (bc) sen (ad) 4- sen (ca) sen (bd) = o. (V) 

Quando il rapporto anarmonico di quattro elementi di una 
forma fondamentale di i. a specie ha il valore — 1, il rapporto 
si dice armonico e la forma è pure armonica. 

16. Ritornando al rapporto anarmonico di quattro elementi 
qualsivogliano Af t , M t , M f , M k di una punteggiata w, se O è un 
punto fisso di essa; e si ponga in generale: 

OM r = x r (r= 1,2, 2,4) 
si ha subito: 

Se siano A t , A % , E tre punti fissi sulla retta, e si ponga 

0A t = a t 0A % = a % 0E= e, 
si avrà: 

(44£M r ) = ^ : a £=±- = K r (r= i, 2, 3, 4), 
e ponendo per brevità: 

a % fa — = « — fa — = 
*i (*. — = y — (*■ — = *> 

fra i numeri x r e i numeri K r relativi ad uno stesso punto M r 
della retta esiste la relazione: 

■££-*(' =".*.* 4) W 

evidentemente lineare rispetto a ciascuno dei numeri x r > K r . 
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Ora se noi nella forinola: 

sostituiamo a K r la sua espressione in x r data dalla (a), troviamo 
che (K t K % K t K^ si cangia nella (*,*,*,*♦) > ossia nel rapporto anar- 
raonico dei quattro punti Af r (r = 1, 2, 3, 4). Infatti si avrà: 

y y (*l ~ *») (fr — «*) 

8 , ~<7 + *0<7 + *0 

onde : 

*• — ^ *•— *•'* + **■ 

ed egualmente: 

Kt — K* _. *%—** ^ 7 + ix % 
K % — K h x % — */ y 4- dx, ' 

e, dividendo membro a membro, si ottiene la relazione richiesta. 

Dunque le espressioni (*j>wO, (K x K % K t K^) sono quelle del 
rapporto anarmonico (M t M È M t MJ ; nei i.° caso essendo i punti 
M r determinati dalle loro distanze x r da un punto fisso O; nel 
2. caso dai loro rapporti anarmonici K r determinati con tre punti 
fissi A %y A gy E; e la stessa espressione (K x K % K t K^) è quella del 
rapporto anarmonico di quattro raggi a r (r = 1, 2, 3, 4) di un 
fascio, quando i raggi sieno determinati coi loro rapporti anar- 
monici formati con tre raggi fissi a l9 a 8 , e. 

17. Indipendentemente dal significato geometrico dei numeri 
x r o K r , l'espressione che abbiamo simbolicamente indicato con 

OVWO ° (J^J^J^t^ò si dice il rapporto anarmonico dei quattro 
numeri x r o K r presi nell'ordine indicato nel simbolo, anche 
quando tutti o in parte i numeri stessi fossero complessi. Per i 
rapporti anarmonici di quattro numeri valgono le stesse proprietà 
che per i rapporti anarmonici di quattro elementi di una forma 
fondamentale di i. a specie. In particolare poi, quattro numeri si 
dicono armonici se il loro rapporto anarmonico è armonico, cioè 
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se ha il valore — i. Per un gruppo armonico di quattro numeri 
valgono quindi le proprietà delle forme armoniche sostituendo' agli 
elementi della forma i numeri. Quando si abbiano adunque quattro 
numeri *,, # t , # s , x k potremo formare 24 rapporti anarmonici, di 
cui i sei che hanno valori distinti, si possono ottenere ponendo 
nel simbolo uno dei numeri, p. es. il numero x t9 al primo posto; 
e sono: 

OwvO. (*iW«)> (wvO> (w«*t)> (wvO> Cw su- 
di questi sei rapporti i tre: 

(«twO» (*iWO> Ow^i) 

non sono fra loro né complementari, né reciproci e si dicono 
perciò rapporti anarmonici principali. Quando questi rapporti sono 
eguali il gruppo dei quattro numeri * r ,si dice equianarmonico. 
L'eguaglianza di due qualunque dei rapporti anarmonici principali 
conduce sempre per le (i) all'equazione quadratica 

K % — K+i =0 

quindi il valore del rapporto anarmonico di un gruppo equianarmo- 
nico é o l'una o l'altra delle radici complesse di quella equazione. 

§ 2. Altra dimostrazione del teorema di Staudt — Corrispondenza unì' 
voca fra gli elementi di una forma fondamentale di /." specie e i 
numeri reali. 

1. Cominciamo a dimostrare come si possa dividere un seg- 
mento finito EF di retta u con forme armoniche costruite a par- 
tire dagli estremi £, F del segmento e dal punto E^ all'in- 
finito della retta stessa. 

A tal fine dico che costruendo le forme armoniche: 

a) EFE^F m _ % , EF n _ x FF n _„ EF n ^F mmt F n ^ EF^F, i 

quarti armonici jF,.,, F n _„ F nm% F s ,F t , F t , che cosi succes- 
sivamente si ottengono, sono, a partire da E y i primi punti di di- 
visione quando si voglia dividere il segmento EF in 2, 3, 4... n- 1, n 
parti eguali. 

Infatti, avuto riguardo alla data relazione fra i segmenti di 
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una punteggiata armonica, e tenendo conto anche che si ha, in 
generale: 

la successione fl^ di forme armoniche dà immediatamente: 
2EF m _ x = $EF m _ fi = \EF n ^ % = (n - i) EF % = wEF, = £F, 

le quali relazioni dimostrano quanto si voleva. 

Trovato, colla costruzione delle forme armoniche a), il punto 
F l9 gii altri «-2 punti di divisione F", F m , F*\... F(*'\ F(*~ l >, 
si troveranno costruendo la »-2 forme armoniche: 

b) E^ F t EF», E^ F"F t F w , E^ F»'F«F" ...E., FC- W*)/* -«>. 
E resta con Ciò evidentemente risoluto il problema della divisione 
del segmento EF in parti eguali con costruzione di forme armo- 
niche eseguite a partire dai punti E, F, E^ . 

2. Siano F , E ì due punti di una retta u del piano e sia E^ 
il punto all'infinito di essa. 

Potremo costruire la serie indefinita di forme armoniche: 

ì^oq h t h 9 c % , h.^ h % h t c 99 £ 00 .c r c ir c 4 .... 

Verremo con ciò ad introdurre da una parte di E % un'infinità 
di punti: 

sulla retta u, e dall'altra parte di E 9 pure una infinità di punti: 

e tutti questi punti si ottengono con costruzioni di forme armo- 
niche a partire dai tre elementi F , E > E^. Il segmento finito 
determinato da due punti consecutivi è di grandezza costante 
eguale al segmento E 9 E t . Se ora coordiniamo a ciascun punto 
cosi costruito della retta il numero indice della lettera che lo 
indica, è evidente che: 

Ogni numero intero positivo o negativo determina un punto della 
retta u, che si costruisce con forme armoniche a partire dai tre ele- 
menti E , E,, E^, che diremo perciò gli elementi fondamentali. 
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Dividiamo il segmento di grandezza costante, determinato da 
due punti consecutivi ora costruiti, in un numero qualunque p 
di parti eguali; e in generale, pel segmento generico: 
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r 4 1 










sia: 






E t 










il V* 
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di divisione 
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da E r ; e 


così 
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£ -K) 











r** 10 punto di divisione contato a partire da £-*. Se ora coor- 
diniamo a ciascun punto cosi ottenuto l'indice della lettera che 
lo indica, risulta evidentemente : 

Ogni numero frazionario positivo o negativo determina un punto 
della retta u a cui si giunge con un numero detcrminato di forme ar- 
moniche costruite a partire dai tre elementi fondamentali E , E,, E^. 

3. Sia ora X un punto preso ad arbitrio sulla retta u; un tal 
punto, non essendo uno dei punti E r od £-*, sarà compreso ne- 
cessariamente fra due di essi£ r , £,.«.,. Diviso il segmento E r E r + 1 
in p parti eguali, o il punto X è uno dei punti di divisione op- 
pure sarà compreso fra due punti di divisione consecutivi: 

E t, E *+i. 

'+# r+ — 

Dividiamo ora ciascun segmento determinato da due punti con- 
secutivi in un numero qualunque q di parti eguali; o ciò che è 
lo stesso dividiamo il segmento E r E r + x in pq parti eguali; al- 
lora X o è uno dei punti di divisione, oppure sarà compreso fra 
due punti di divisione consecutivi: 

E s E ,+ i 

^ pq p q 
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In tal modo seguitando, se X non coincide con alcuno dei punti 
di divisione, otterremo due serie di punti : 

E t E s % E k 



' + »' r-Y-ZT r + 



• • • 



p pq pqk 

rm r p ^ pq ^ pqh 



quindi due serie di numeri: 



t t s k 

r + T> r + TT> r + 



• • • 



P pq 9 pqh 

r H > r H , r H ! — • • 

p Pq pq h 

nei quali ha luogo la proprietà che la differenza: 

i / i m i 



P Pq Pqh 

di due numeri coordinati a due punti consecutivi di divisione può 
diventare minore di qualsivoglia numero assegnabile, crescendo il 
numero pqh... delle parti in cui si è diviso il segmento E r E r + v 
Le due serie di numeri definiscono adunque come limite un nu- 
mero irrazionale che sarà il numero che noi coordiniamo allora 
al punto X della retta. Viceversa un numero irrazionale x è de- 
finito come limite di due serie di numeri ragionali; per le quali 
due numeri delle serie che comprendono per definizione il nu- 
mero irrazionale, hanno una differenza che può essere resa minore 
di qualsivoglia numero dato. Le due serie di numeri razionali, 
che definiscono il numero irrazionale dato, determinano sulla retta 
due serie di punti come le due serie dianzi considerate; e ammet- 
tendo adunque là continuità della retta, noi riterremo che le due 
serie di punti determinano come limite un punto della retta che 
sarà quello a cui è coordinato il numero incommensurabile dato. 
In tal modo possiamo dire che fra le serie dei numeri reali e la 
serie degli elementi della retta abbiamo posta una corrispondenza 
univoca; perchè ogni punto della retta determina un numero: 
ogni numero un punto della retta; ed il numero sarà detto il 
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parametro del punto da esso determinato. E saranno detti razio- 
nali od irrazionali i punti della retta secondo che tali sono i loro 
parametri. 

Possiamo quindi dire riassumendo: 

Tutti i punti della retta u sono determinati mediante costruzioni 
di forme armoniche a partire dai tre elementi fondamentali E , E,, 
Eoo/ e propriamente esattamente, mediante un numero finito di forme 
armoniche, se il punto è razionale; e come punto limite, mediante 
due serie indefinite di forme armoniche, se il punto è irrazionale. 

È bene poi osservare che se noi prendiamo per unità di mi- 
sura il segmento E $ E t della retta u e fissiamo appunto che le 
misure delle distanze dei punti della retta u dal punto E % siano 
positive per i punti della retta u che si trovano da quella parte 
di E % in cui giacciono i punti E t , £,,... E r : e negative le mi- 
sure delle distanze dei punti che si trovano dall'altra parte di E 9 
in cui vi sono i punti £_,, £"_,..., risulta che il numero da noi 
detto parametro di un punto della retta non è altro che la misura 
della distanza di quel punto dal punto E ; e propriamente i punti 
razionali sono i punti che hanno distante commensurabili colla 
unità E Ej; e i punti irrazionali sono punti che hanno distante 
incommensurabili colV unità stessa. 

4. Invece del punto A^ all'infinito della retta u si può pren- 
dere un punto pure al finito; cioè per punti fondamentali si 
possono prendere tre punti B oy B iy B^ qualsivogliano della retta u 
(fig. 50). 

Basterà perciò projettare da un punto C fuori di u, e tagliare 
con una retta t parallela al raggio CB^. Essendo A\ y A\ y A 9 ^ 
le projezioni su t rispettivamente dei punti B , B %9 B^ 9 poi- 
ché t 9 u sono punteggiate prospettive, ne segue che ogni ele- 
mento M di u si otterrà con forme armoniche in numero finito 
od illimitato, costruite con una certa legge a partire dai tre punti 
B 99 B l9 2?^, perchè si ottiene in tal modo la projezione Af'diM 
su t, partendo dai tre elementi A\, A\ y A'^. 

5. Dimostrata la determinazione degli elementi di una forma 
fondamentale di i. a specie colla costruzione di forme armoniche 
a partire da tre elementi fondamentali, abbiamo già detto risul- 
tarne subito il teorema di Staudt (vedi pag. 47). Basta infatti assu- 
mere per elementi fondamentali i tre elementi uniti nella corri- 
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spondenza fra gli elementi delle due forme sovrapposte, indi os- 
servare che ogni quarto armonico costruito a partire dai tre ele- 
menti fondamentali è un nuovo elemento unito; dunque ogni ele- 



mento è un elemento unito; cioè un elemento che coincide col 
suo corrispondente. 

§ 3. Equazione generale della projettività e dell' involuzione. 

Casi particolari. 

1. Consideriamo dapprima una punteggiata u che supponiamo 
data in un piano. Se riferiamo la forma a tre punti fondamentali 
A 99 A x> A^ di cui A^ sia il punto all'infinito; allora il para- 
metro x di un elemento M rispetto ai detti elementi fondamen- 
tali, non è altro che, col debito segno, la misura della distanza 
A 9 M dal punto M al punto A 9 , fatta coir unità A % A X \ oppure, os- 
servando che, se x r (r = i, 2, 3, 4) sono i parametri di quattro 
elementi M r (r = 1, 2, 3, 4) si ha: 
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risulta subito in particolare: 

(A„A % A x M)=zxì 

cioè il parametro x di un punto M non è altro che il rapporto 
anarmonico che quel punto determina coi tre elementi fondamen- 
tali A^, A , A x . 

Se quindi riferiamo la punteggiata a tre punti fondamentali 
B 9 , B t , B^ al finito e chiamiamo X il parametro di un punto 
qualunque M rispetto ai nuovi elementi fondamentali, sarà 

(5 ao B.B 1 M) = X 

Cioè in tutti i casi, colle costruzioni date degli elementi a partire 
da tre elementi fondamentali, il numero che abbiamo coordinato 
all'elemento e che abbiamo detto il relativo parametro, non è altro 
che il rapporto anarmonico che l'elemento determina coi tre ele- 
menti fondamentali stessi di parametri oo, o, i. 

Se poi indichiamo con x^, x , x t i parametri dei punti 5^, 
5 # , B t rispetto ai primitivi punti fondamentali A 9 , A l9 A w sarà: 






Xq — — X^ Xq — — X 



cioè i parametri x, X sono legati da una relazione bilineare nei 
parametri stessi. Quindi indicando con X r i nuovi parametri dei 
punti M r (r= i, 2, 3, 4) avremo subito (vedi pag. 83,84) 

X ì *1 . *l X k X \ X S . %i — X * 

x % — x % x % — x k X È — X^ X % — A 4 

ossia simbolicamente 

2. Se la forma fondamentale fosse invece un fascio di raggi, 
e indichiamo con a^, a , a x i tre raggi fondamentali, e con K 
il parametro di un raggio qualunque m rispetto ai detti tre raggi 
fondamentali, sarà per definizione: 

sen (a,» a,) sen (a^ m) 
v 00 1 j sen (a^) sen (a 9 m) 



9* GEOMETRIA PROJETTIVA. 



Se indichiamo con K r (r = i, 2, 3, 4) i parametri dei quattro 
raggi m r (r = 1, 2, 3, 4) si avrà: 

Ot*WO = (K t K % KJ£J ; 
cioè: 

sen (01,0*,) sen (m,m 4 ) _ ff , — jg; ff t — .g 4 

sen (w.m,) " sen (w t w 4 ) — Ji; — jj; ' K % —K k * 

Se i raggi w,, m t sono fra loro perpendicolari sarà: 

tang (m.tnS) 

.*, K = {K x K % K t K,) ; 
tang (01,0*4) v 1 • 1 4/> 

perchè, avuto riguardo alle consuete convenzioni, gli angoli 
(m s m È ), (0x a 0i 8 ) sono fra loro complementari; e così pure (m x m^) y 
(w 8 m 4 ). 

Le stesse formole si applicano al fascio di piani, quando i 
piani del fascio siano riferiti a tre piani fondamentali e si im- 
magini del fascio una sezione retta. 

3. Sia 1 il parametro di un elemento corrente (E)x di una 
qualunque forma fondamentale <j> riferita a tre elementi fonda- 
mentali; e con p. il parametro analogo di un elemento corrente 
(£)f* di un'altra forma y'. 

Poniamo ora una relazione bilineare fra i parametri X, p, cioè 
una relazione della forma: 

(I) a %t lp + M A — <x llf x — a u = o 

o, ciò che è lo stesso, supponiamo che l'un parametro si esprima 
per il quoziente di due funzioni lineari dell'altro, sia cioè: 

C0 * = w + ^. da cm * = Aj+T n CO' 

ove A rt è l'elemento reciproco di a rt nel determinante 



a = 



a n a %% 



a %x a n 



che per ora supponiamo non nullo; essendo altresì i coefficienti a,, 
quantità reali. 

La (I) od (1) od (1)' riferiscono projettivamente le forme 
y, 9' perchè fra gli elementi delle due forme pongono una cor- 
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rispondenza tale che ad ogni elemento dell'una forma ne corri- 
sponde uno dell'altra in modo che sono eguali fra loro (vedi 
P a g- &3> 84) i rapporti anarmonici di due quaderne di elementi 
corrispondenti. Di più la (I) contiene tre coefficienti distinti; dati 
quindi i parametri X r (x r (r = 1, 2, 3) di tre coppie di elementi 
corrispondenti, resta determinata la relazione fra i parametri X, p 
dei due elementi correnti, in modo da rappresentare la corrispon- 
denza proiettiva determinata dalle tre coppie date di elementi 
corrispondenti. Anzi la relazione in discorso si trova subito, scri- 
vendo l'equazione di condizione di coesistenza, pegli stessi valori 
delle a r99 del sistema formato dall'equazione (I) e dalle tre che 
si ottengono ponendo, in luogo di X e /ut, X, e V- r (r = 1, 2, 3); 
ed è quindi: 

1 



(i)» 



A = 



¥ 


X 


V- 


V, 


\ 


(*. 


*•*»• 


\ 


f*. 


V, 


\ 


f 1 . 



= o 



che, sviluppando il determinante per somma di prodotti dei suoi 
minori di 2. ordine, si riduce ancora alla 



(I)' 



(W» X ) = (ww)- 



4. Supponiamo subito che le forme. y, tf siano sovrapposte; 
allora i parametri X, f* saranno presi rispetto agli stessi tre ele- 
menti fondamentali. Per determinare quindi i parametri degli ele- 
menti uniti avremo l'equazione quadratica 

( I[ ) a tl X a + X (a„ — a x% ) — a n = o; 

e per le nozioni più elementari di algebra si sa che le radici di 
questa equazione sono reali distinte, oppure coincidenti, oppure 
complesse, secondo che sia rispettivamente: 

( a n — a uT + 4 *«*» = O. 

Le forme ?, f avranno quindi rispettivamente o due elementi 
uniti distinti, oppure coincidenti, oppure non avranno elementi 
uniti; e noi diremo che in tal caso sono immaginari, chiamando 
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in generale immaginario un elemento definito da un parametro 
complesso. E si diranno cosi immaginari conjugati due elementi 
definiti da parametri complessi conjugati, e si dirà rapporto anar- 
monico di quattro elementi immaginari quello dei loro parametri 
A r (r = i, 2, 3, 4); cioè la solita espressione (X^jAJ (vedi pag. 84). 
Con questa definizione di elementi immaginari, diremo equi- 
anarmonici un gruppo di quattro elementi quando i loro parametri 
formano un gruppo equianarmonico; e similmente quattro ele- 
menti costituiranno una forma armonica quando i loro parametri 
x r (r = 1, 2, 3, 4) costituiscono un rapporto armonico, ossia 
quando si abbia 



od anche: 



«■a ^^™ • • ^^™ A 



(III) x x x % — - (x t + *J (*, + xj 4. Xg x< = o. 

5. Per tanto, se h, k sono i parametri dei due elementi uniti 
(reali o immaginari), e se Xp, WyJ sono i parametri di due coppie 
di elementi corrispondenti si avrà per la (I)* 1 : 

(a) (hkìl') = (££«*') 
da cui si ricava immediatamente 

(b) (hklrì = (hMp!) = costante 

cioè: 

In due forme proiettive sovrapposte il rapporto anarmonico dei dui 
elementi uniti e di una coppia di elementi corrispondenti è costante. 
E poiché dalla (£) si passa alla (a), cosi risulta: 
Le coppie di elementi di una forma che formano con due ele- 
menti fissi di essa un rapporto anarmonico costante, sono coppie di 
elementi corrispondenti in due forme proiettive sovrapposte, di cui 
gli elementi fissi sono gli elementi uniti. 

6. Si voglia ora che le forme projettive sovrapposte y, <f 9 siano 
in involuzione. Perciò occorre che l'equazione (I) della projetti- 
vità sia simmetrica rispetto a X, p; imperocché se è soddisfatta da 
una coppia X, p> di valori dei parametri, io deve essere pure quando 
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quei parametri vengono in essa scambiati fra loro. La condizione 
di simmetria è: 

*« + ait = °; 
e l'equazione di una corrispondenza involutoria è dunque: 
(IV) fl t > + a„ (X + f*) — a %% = o. 

La relazione scritta può rappresentare qualunque corrispon- 
denza involutoria; perchè contiene linearmente due coefficienti 
distinti che sono determinati in modo unico dati i parametri 
X r , [i r (r= i, 2) delle due coppie di elementi conjugati, che fissano 
la corrispondenza involutoria. Al solito l'equazione dell'involu- 
zione si otterrà subito sotto la forma: 



(0 



XfA X + fJL I 

*ift *! + (*! l 



= 0, 



quando siano dati i parametri X r , f* r (r = i, 2) di due coppie di 
elementi conjugati. 
Se poniano 

Of)X A =-l> ft + J| = -7'Vs=7' *>+*=- -7> 

l'equazioni quadratiche in x; 

0** + fo + £ = 0, flfx* 4. Vx + C 1 = 

hanno per radici i parametri delle due coppie date di elementi 
conjugati. L'equazione quadratica 

(e) (a + paf) ** + (b + pV) x + e + pc 9 = 

dà per ogni valore di p una coppia X, f* di parametri radici del- 
l'equazione stessa; e sarà 

U; W — a + pd A + <* — a + pa' 

Ora sostituendo nella (<:) in luogo di lf», X + f*, X r Pv> X r + Pr 
(r==i, 2) le loro espressioni date per le (/) e (d), la (<:) è 
soddisfatta qualunque sia il valore attribuito a p; dunque: 
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Le coppie di elementi forniti dalla (e) per ciascun valore di p 
sono coppie di elementi coniugati di una stessa involuzione; la (e), 
al variare di P, rappresenta, in altri termini, essa pure una cor- 
rispondenza involutoria, dandone le varie coppie di elementi coniu- 
gati, quando ne siano date due. 

7. Gli elementi doppi dell'involuzione data dalla (IV) saranno 
gli elementi che hanno per parametri le radici dell' equazione 
quadratica: 

(V) rt al *• + 2a n X — a l9 = o 

onde l'involuzione sarà iperbolica od ellittica secondo che sia ri- 
spettivamente: 

a u + *« *n < o 

Se indichiamo con h, k le radici dell'equazione quadratica con- 
siderata, si avrà: 

Per queste relazioni l'equazione (IV) dell'involuzione si può porre 
sotto la forma: 

Xf* — — (X + fO (h + k) + hk = o, 

la quale torna a dire: (vedi IV). 

In un' involuzione due elementi coniugati sono divisi armonica- 
mente dagli elementi doppi. 

Quando l'equazione della involuzione si prende sotto la forma 
(e) gli elementi doppi sono quelli che corrispondono ai valori 
di p forniti dall'equazione quadratica: 

(* + pby - 4 (* + pei 9 ) {e + pc') = o. 

8. L'equazione generale (I) della pfojettività si può mettere 
sotto due forme speciali notevoli. Supponiamo che all'elemento 
di parametro zero dell'una- forma corrisponda nell'altra quello di 
parametro 00. Allora si vede subito, dalle (1), (i)', che deve es- 
sere a n = a n = o, e l'equazione (I) si pone sotto la forma 
semplice: 

(VI) X." = K, 

che contiene appunto un solo coefficiente K. 
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Se poi nelle due forme debbono essere fra loro corrispondenti 
gli elementi di parametro zero ed infinito, allora deve essere 
a %\ = a %% = °> e l'equazione della projettività si pone sotto la 
forma: 

(VII) X = Eli 

contenente appunto un sol coefficiente K. 

Se le forme y, <f> projettive sono sovrapposte e i parametri 
presi quindi rispetto agli stessi elementi fondamentali, allora la 
(VI) rappresenta necessariamente una corrispondenza involutoria 
e la (VH) rappresenta due forme projettive di cui gli elementi 
uniti sono gli elementi fondamentali di parametri zero ed infinito. 

L'equazione stessa dà subito: 

(oooXfi) = -=tf; 

cioè che è costante il rapporto anarmonico dei due elementi uniti 
e di una coppia di elementi corrispondenti; e finalmente la (VII) 
non è simmetrica in X, f* altro che quando sia K=± i. Ora 
per K= 1 l'equazione non rappresenta alcuna corrispondenza, ma 
dà tutti gli elementi della forma; per K =■. — i rappresenta una 
corrispondenza involutoria; e torna a dire che in una corrispon- 
denza involutoria due elementi conjngati debbono dividere ar- 
monicamente gli elementi doppi. 

9. Consideriamo ora il caso particolare in cui, nell'equazione 
generale (I) della projettività, sia 



a = 
ossia 






= 0, 



a xt a * — a ** a t* 



Per questa relazione l'equazione della projettività si pone sotto 
la forma 

(/) — ' — V + — A L V— .1=0 



fl lt a ÌÈ fl lt a x% 



ossia 



» fcHft'H- 



AtcmiBi , Geometria prqjcitiva. 
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La corrispondenza in tal caso è affatto singolare (vedi pag. 70). 
All'elemento (£) dell'una forma y, il cui parametro è datp dalla 

-f3l-i=o 

corrispondono i vari elementi dell'altra ^; e viceversa all'ele- 
mento (£,), di j*, il cui parametro sia dato da 

corrispondono i vari elementi di 9 . (£") ed (£ f ) sono cosi, nelle 
rispettive forme, elementi affatto singolari. 

Se le forme sono sovrapposte, (£) ed (E,) ne sono anche 
gli elementi uniti. Se le forme projettive singolari sono in in- 
voluzione, sarà: 

*é. + 4,, = o; 

quindi i due fattori lineari in cui si decompone il primo membro 
dell'equazione (g) della projettività sono in tal caso eguali; e gli 
elementi singolari (£") ed (£,) coincidono nelP elemento doppio 
dell'involuzione, che abbiamo detta parabolica. 

Per l'equazione generale (III) dell'involuzione si vede poi di 
nuovo che la condizione della coincidenza degli elementi doppi 
in un solo è quella stessa della corrispondenza involutoria sin- 
golare; cioè della involuzione parabolica; perchè l'essere nullo 
il discriminante a g ft + a^a^ equivale ad essere nullo il determi- 
nante a che caratterizza l'involuzione parabolica. 

§ 4. Formule particolarmente relative alle punteggiate proiettive ed ai 
faeoi di raggi proiettivi ed in involuzione. 

1. Se siano R> Q i punti limiti di due punteggiate projettive 
non simili ed M, M una coppia di punti corrispondenti si avrà, 
per la (VI) del § precedente 

(I) RM.fi!M = K 

relazione già trovata direttamente. Se invece le punteggiate sono 
simili, essendo 0, 0\ M , M due coppie di punti corrispondenti, 
si avrà (per la (VII) § precedente) 

(II) OM=K.<yM 
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Le proprietà metriche contenute nelle (I), (II) definiscono 
completamente due punteggiate projettive in generale, e due pun- 
teggiate simili in particolare (vedi pag. 25). 

Le punteggiate siano sovrapposte e sia il punto di mezzo 
del segmento RQ! essendo 

RM = RO + OM QjM = Q>0 + OM 
ed RO = — Q'O 

l'equazione (I) diventa: 

(III) % OM. OM + RO {OM — OM) = K + TO. 
Quindi l'equazione quadratica che dà i punti uniti è: 



OM = K+RO ; 
ed essendo O il corrispondente di O sarà: 



(IV) OM = RO (OQ' + QV) = RO. OO. 

Segue di qui che se R ed O sono da parti opposte rispetto 
ad O le due punteggiate projettive sovrapposte hanno due ele- 
menti uniti £, F che sono equidistanti l'uno dall'uno, l'altro dal- 
l'altro dei due punti limiti R, Q. L'equazione (IV) ci dice che, 
portando sulla retta delle due punteggiate projettive da una parte 
e dall'altra di un segmento medio proporzionale fra JRO, 00\ 
si ottengono, cogli estremi E, F del segmento portato, i punti 
uniti. 

Del resto dato uno E degli elementi uniti e due coppie AA\ 
BB 1 di punti corrispondenti la corrispondenza delle due punteg- 
giate è determinata, e si può linearmente (cioè coll'uso della 
sola riga) determinare l'altro elemento unito F. Immaginiamo 
infatti la retta u delle due punteggiate appartenente ad un piano 
(fig- S 1 )- Conduciamo nel piano una retta ad arbitrio per £", 
e su di essa assumiamo i punti S, 5 r da cui projettiamo le due 
punteggiate E AB..., EA'B'.... Otterremo due fasci prospettivi, 
in cui MN è la retta ove si tagliano le varie coppie di raggi cor- 
rispondenti; la retta MNsega la retta u nell'altro punto unito F. 
Dalla stessa figura risulta di nuovo che 

(EFAA f ) = (EFBB'); 
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perchè entrambi quei rapporti anarmonici equivalgono ad (ELSS'y 

S 




ng. si. 

2. Se le due punteggiate projettive non simili sono sovrap- 
poste ed in involuzione, JR, @ coincideranno in un sol punto O 
centrale dell'involuzione, e si avrà 

(I) OM.OM' = K, 

essendo Af, Af f una coppia di punti conjugati della involuzione; 
relazione che del resto discende subito dalla proprietà notata a 
pag. 64. Quindi se K è positiva l'involuzione è iperbolica, cioè ha 
elementi doppi; non li ha o, colle definizioni date, li ha imma- 
ginari, se K è negativo. Di qui la denominazione di involuzione 
positiva alla iperbolica e negativa alla ellittica. Se P è un punto 
qualunque dalla retta u dell'involuzione; ed E> F i punti, doppi 
dell'involuzione stessa; si avrà: 

(II) PE.PF = (PO + OE) (PO + OF). 

Indicando con d la misura, col suo segno, del segmento PO; 
e con r quella di OE y sarà — r quella di OF: e si avrà 

(III) PE.EF = <P — r t = d i — K. 

Il prodotto PE 9 PF si dice la potenza del punto P rispetto ai 
punti £, F dalla retta u. Se A, A'; JB, JB f sono coppie di punti 
conjugati dell'involuzione, si ha subito: 

A A'. AB' AE.AF , 

< IV ) bT7bb> = beTbf dun( * ue: 

// rapporto delle potente di due punti quali si vogliano A, B 



GEOMETRIA PROJETTIVA. IOI 



rispetto ai loro conjugati A', B' eguaglia il rapporto delle potente 
di quei punti rispetto ai due punti doppi. 

3. Essendo ora C, C un'altra coppia di elementi conjugati 
dell'involuzione iperbolica considerata, si avrà: 

BB> . BO BE.BF % CO CA' _ CE . CF 
CB' . CC'~ CE. CF J AC AA~ AE.AF 

onde moltiplicando colla (IV) si deduce: 

(V) AB' . BC . CA' = BA' . AC . CB' = — AB . BfC. OA. 

Relazione la quale torna a dire che le tre coppie A, A'; B, B 9 ; 
C, C di punti sono coniugati in una stessa involuzione, perchè, 
se ciò deve essere, si avrà 

(ABA'C) z= (A'B'AC); ossia 

AJf AC^_4A_ A'C 
BA' : BC~WA : B r C 

da cui subito la (V). La (V) compete adunque a qualunque in- 
voluzione iperbolica od ellittica; e si può dire una nuova forma 
dell'equazione dell'involuzione quando in essa si considera varia- 
bile una delle tre coppie di elementi conjugati. 

Del resto la (IV) si può senz'altro dedurre cosi. Siano e, f 
i parametri degli elementi doppi; X, p; X f , f* f i parametri di due 
coppie AA\ BBf di elementi conjugati dell'involuzione, avremo: 

(V/) = (V/0 = 0^/0 = - ' 

cioè: le coppie AB, A'B' e così le coppie AB', A'B sono coppie di 
elementi conjugati in due involuzioni in cui sono conjugati gli ele- 
menti doppi della data. 

Da ciò segue immediatamente: 

(w^) = (x v/) = W) 

che nel caso delle punteggiate si traduce subito 'nella (TV). 

4. I lati BC, CA, AB di un triangolo ABC (fig. 52) siano 
tagliati da una trasversale rispettivamente nei punti A„ B„ C r Nel 
piano del triangolo assumiamo un punto P e proiettiamolo dai ver- 
tici A, B y C rispettivamente sui lati opposti nei punti A l9 B i9 C v 
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Se immaginiamo anche le projezioni A f 9 B f , O di A iy B v C t sulla 
trasversale A 9 B , avremo: 

. (CAB.BJ = (A,C,B 9 B>) 

da cui, avuto riguardo alla (V), si ricava: 

(BCA.AJ (CAB.B t ) (ABC,C Ì ) = 

_ B.A> ■ A.O . C.B' 
* ; Afi'.B.C.W l 

perchè A tt A'; B„, B'; C„, C sono coppie di punti conjugati di 
una stessa involuzione (vedi pag. 69). 




Kg 52. 

Se la trasversale B„C t è la retta all'infinito del piano del 
triangolo ABC, si avrà: 

(CBA t v>) (ACB t <x>) (BAC t x>) = 

CA, . AB, . BC, _ 
K J BA t .CB t .AC t ~ 

relazione dovuta a Ceva. Reciprocamente quindi, se assumiamo 
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sui lati BC, CA, AB di un triangolo ABC tre punti A l9 B i9 C x 
per modo che abbia luogo la (VII), le rette AA V BB t , CC t pas- 
sano per uno stesso punto P. 

5. Sia P (fig. 52) il polo armonico di una trasversale condotta 
nel piano del triangolo ABC a tagliarne i lati BC, CA, AB in 
^•» ^o> C r Essendo A l9 B ì9 C x le projezioni di P fatte dai vertici 
sui lati opposti, avremo: 

(CBA.AJ = (BAC.Q = (ACB.B t ) = — i 

onde 

CA X .BC X .AB X CA .BC,.AB % 

BA t . AC,. CB t —~BA % . AC. . CB, 
e quindi per la (VII) 

rvnn BC§ ' CA *' AB * _ T 

K } CB..BA..AC,~ l9 

relazione dovuta a Menelao. Viceversa, se A 9 , B 99 C sono tre 
punti presi sopra i lati di un triangolo per modo che abbia luogo 
la (Vili), i tre punti sono in linea retta. 

6. Consideriamo ora in particolare due fasci projettivi di raggi, 
e con ciò si viene anche a considerare due fasci projettivi di 
piani, immaginandone le loro sezioni rette. 

Osserviamo anzitutto che in due fasci projettivi di raggi esiste 
sempre una coppia di angoli retti fra loro corrispondenti nei due 
fasci. Infatti, trasportiamo i due fasci in modo da essere pro- 
spettivi (fig. 53) e sia LM la retta in cui si tagliano le coppie 

V 




di raggi corrispondenti. Immaginiamo il semicerchio che ha il 
centro sulla LM e che passa per i centri U, V dei due fasci 
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prospettivi. Se E, F sono gli estremi del diametro LM gli angoli 
retti EUF, EVF sono corrispondenti nei due fasci prospettivi, 
epperò lo saranno anche nella loro primitiva posizione. 

7. Se a, a 9 ; b, W\ e , à sono le coppie date di raggi corri- 
spondenti che servono a fissare la corrispondenza in due fasci 
projettivi 5, S f ; ed mrri una coppia corrente di raggi corrispon- 
denti si avrà: 

(aberri) — (afVàrrf) 



ossia 



00 



• sen (ac) sen (arri) sen (afa) sen (afm 9 ) 
sen (bc) ' sen(Jm) sen(£V) " sen (b f m 9 ) 



relazione che, al variare dei raggi w, w f , serve a rappresentare i due 
fasci projettivi dati. Se a, b sono i raggi ad angolo retto di 5 che 
hanno per corrispondenti i raggi a\ b\ pure ad angolo retto di S 9 
T equazione (a) della projettività si porrà sotto la forma semplice: 

(a') tang (ani) tang (afe 9 ) = tang (a'rnf) tang (ac) 

È utile anche osservare che due fasci projettivi sovrapposti di 
centro comune C, a raggi uniti immaginari, sono le projezioni di 
due fasci eguali, cioè di due fasci generati dai lati di un angolo 
di grandezza costante, che ruota, nel suo piano, intorno al ver- 
tice. Tagliamo infatti i due fasci projettivi dati con una. retta / 
otterremo due punteggiate projettive ad elementi uniti immagi- 
nari. Conduciamo ora per la retta / un piano ad arbitrio ed in 
esso assumiamo un punto 5 (vedi equaz. (IV) pag. 99) da cui sono 
visti sotto angolo di grandezza costante i segmenti dei punti cor- 
rispondenti delle due punteggiate projettive sulla retta / (*). Da 
un punto qualunque della retta SC i due fasci eguali di centro 
5 si projettano nei due fasci projettivi dati. 

8. Da ultimo è da rimarcarsi una forma semplice della equa- 
zione trigonometrica deir involuzione di raggi. Perciò siano dap- 
prima a, a!; b 9 V le due coppie fisse di raggi conjugati che ser- 



(*) La costruzione del punto 5, col mezzo dell'equazione (IV) pag. 99, 
sarà ripresa ed estesamente spiegata nel capitolo: Teoremi sulle omografie 
delle forme elementari. 
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vono a stabilire la corrispondenza involutoria; ed m y m 9 una coppia 
corrente di raggi coniugati si avrà: 

(aa'mb) = (a 9 am 9 V) ossia 

sen (am) sen (ab) sen^m') sen(aV) 

sen (a 9 m) " sen (a 9 b) sen (am 9 ) ' sen (aV) 

Se ora a 9 a 9 è la coppia di raggi conjugati ad angolo retto si 
avrà subito 

tang (am) tang (am!) = tang (ab) tang (a^) = K; 

d'onde si vede che ciascuno dei raggi conjugati rettangolari pre- 
senta l'equazione dell'involuzione di raggi sotto una forma sem- 
plice ed analoga a quella dell'involuzione di punti; quando, a de- 
terminare l'involuzioue, per una delle coppie di elementi conjugati 
si assume il punto all'infinito ed il punto centrale. 



«^-i/X'W jV^Vwu\/ s S\^V . 
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CAPITOLO IV. 



Omologia. 



§ I. Omologia dei piano e delia siella. 

1. Nello spazio sono correlative le seguenti figure e co- 



struzioni: 

Siano C t , C t i centri di due 
stelle prospettive (vedi pag. 18) 
e n un piano non appartenente 
ad alcuna delle stelle. Il piano tu 
taglierà le stelle C |f C % rispet- 
tivamente nei sistemi piani 2, 
35', che diremo omologici. 

Saranno corrispondenti due 
elementi di 2 e 2' che siano 
le intersezioni di tt con due ele- 
menti corrispondenti delle due 
stelle prospettive; e diremo unito 
ogni elemento, che coincide col 
suo corrispondente; dunque: 

Nei sistemi omologici 2, 2' è 
unito il punto C ove il piano w 
sega il raggio C,C t comune alle 
due stelle prospettive; è unita e 
composta di punti tutti uniti la 
retta s secondo cui il piano tt dei 
due sistemi taglia il piano o del 
sistema piano progettato dalle due 
stelle. 

Sono unite ma non composte 
di punti tutti uniti le rette del 



Siano 7,, y t i piani di due 
sistemi prospettivi (vedi pag. 18) 
e P un punto fuori dei piani 
dei due sistemi. Dal centro P 
questi sistemi saranno rispetti- 
vamente projettati da due stelle 
(2) (2')> c he diremo omologiche 
o collineari. 

Saranno corrispondenti due 
elementi di (2) e (2') che siano 
le projezioni da P di due ele- 
menti corrispondenti dei due si- 
stemi piani prospettivi; e diremo 
unito ogni elemento che coincide 
col suo corrispondente; dunque: 

Nelle due stelle omologiche 
(2), (2') * unito il piano y che 
projetta da P la retta y t y t in- 
terse^ione dei piani dei due si- 
stemi prospettivi ; è unita e com- 
posta di piani tutti uniti la retta 
PS che projetta da P il centro S 
della stella, di cui i due sistemi 
piani prospettivi sono sezioni. 

Sono unite ma non composte 
di piani tutti uniti le rette della 
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piano n dei due sistemi passanti 
per C. In ciascuna di esse vi 
sono due punti uniti: il punto C 
1 il punto S ove la retta consi- 
derata sega s. 

Due punti M, M' distinti, fra 
loro corrispondenti, nei due sistemi 
omologici sono allineati con C; 
e due rette m, m 9 analoghe si 
tagliano in un punto della retta s. 



Dal sistema 2 si passa al 
sistema 2' progettando da C g , 
tagliando col piano a, progettando 
da C 8 e tagliando col piano it 
dei due sistemi; e permutando fra 
loro i centri C,, C t si passa da 
2' a 2. 



stella P situate nel piano y. Per 
ciascuna di quelle rette passano 
due piani uniti, il piano 7 e il 
piano i che da quella retta pro- 
fetta il raggio unito PS. 

Due piani p, f* r distinti, fra 
loro corrispondenti, nelle due stelle 
omologiche si tagliano in una 
retta del piano 7; e due rette 
corrispondenti analoghe m, m 1 , si 
trovano in uno stesso piano colla 
retta PS. 

Dalla stella (2) si passa alla 
(20 tagliando con y x , proget- 
tando da S, tagliando con y t e 
progettando dal centro P delle due 
stelle omologiche; e permutando 
fra loro i piani y t , y % si passa 
da (20 a (2). 



In due sistemi piani omologici e in due stelle omologiche ad una 
forma fondamentale di i. a specie dell' un sistema dell'una stella 
corrisponde una forma fondamentale dell' altro sistema dell' altra 
stella projettiva alla prima. 

2« Dati adunque due sistemi piani omologici o due stelle 
omologiche è anche dato nel piano o nella stella un Principio 
di trasformazione mediante il quale si passa da una figura (F) 
del piano della stella ad un'altra (F') in modo che ad un ele- 
mento di (F) corrisponde in (F') un elemento della stessa natura, 
e quando di due elementi di (F) l'uno giace sull'altro, lo stesso 
accade dei loro corrispondenti in (F 1 ). 

Chiameremo Omologia questo principio di trasformazione. Nel 
piano, il punto unito C e la retta s composta di tutti punti uniti 
saranno detti rispettivamente il centro e V asse di omologia dei due 
sistemi omologici 2, 2'. E similmente il piano 7 e la retta PS 
saranno detti il piano e Vasse di omologia o di collineazione delle 
due stelle omologiche (2), (2'). Poiché due stelle omologiche 
costituiscono la figura correlativa nello spazio di due sistemi piani 
omologici, così si avrà speciale riguardo ai sistemi piani omolo- 
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gici; e le cose dette per questi si trasporteranno immediatamente 
alle stelle omologiche seguendo il Principio di dualità nello spazio. 
3. Nei due sistemi piani omologici 2, 2' indicheremo costan- 
temente con lettere senza accento gli elementi di 2; e colle stesse 
lettere, ma accentate, gli elementi corrispondenti di 2'. Ciò posto, 
due sistemi piani omologici 2, 2 r sono adunque due sistemi che 
hanno le seguenti proprietà fondamentali fra loro correlative nel 
piano: 



Due punti corrispondenti M, 
M 1 distinti sono allineati col cen- 
tro C di omologia, 

Una punteggiata dell 9 un si- 
stema X contenente il centro C 
ha per corrispondente nell'altro 
sistema 2'* una punteggiata prò- 
jettiva e sovrapposta alla prima; 
e gli elementi uniti sono il cen- 
tro C di omologia e il punto S 
ove la retta, sostegno delle due 
punteggiate, sega V asse. 

Una punteggiata di 2 non 
contenente il centro ha per cor- 
rispondente in 2 r una punteggiata 
prospettiva alla prima; essendo 
esse sezioni del fascio che ha il 
centro nel centro di omologia. | 



Due rette corrispondenti di- 
stinte m, m' si tagliano in un 
punto s dell 3 asse di omologia. 

Un fascio di raggi dell' un 
sistema 2 contenente V asse s di 
omologia ha per corrispondente 
in 2! un fascio projettivo e so- 
vrapposto al primo, e gli elementi 
uniti sono l'asse s di omologia 
e il raggio che projetta da C il 
centro S dei due fasci corrispon- 
denti. 

Un fascio di raggi di 2 non 
contenente l'asse ha per corrispon- 
dente in 2' un fascio prospettivo 
al primo; giacché i due fasci 
projettano dai loro centri Tasse 
s di omologia. 



Se ora siano Af, Af r una coppia qualunque di punti corrispon- 
denti ed m, m 1 una coppia di rette corrispondenti; e sia 5 il 
punto ove la MM 1 sega Tasse e e la retta che projetta- da C il 
punto mm 1 si avrà (vedi pag. 94), qualunque siano Af, M'; m, m', 

(CSMM') = (csmm') = A. 

La costante A dicesi la caratteristica dell'omologia. 

4. Dato il centro C, Tasse s di omologia ed una coppia A y A 1 
di punti corrispondenti T omologia è determinata; cioè si può, 
senza uscire dal piano ti dell'omologia, costruire per ogni dato 
elemento di un sistema piano 2 il suo corrispondente nel sistema 
2' omologico al primo. 
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Infatti il corrispondente di un punto qualunque M di 2 si 
deve trovare sul raggio CM (fig. 54) e sulla retta corrispondente 
di MA, che non è altro che quella che unisce A! col punto S ove 
MA sega Tasse. 

D punto M richiesto sarà 
dunque l'intersezione delle due 
rette nominate. La retta tn 9 di 
2' corrispondente di una retta 
tn di 2 sarà quella che unisce 
il punto M corrispondente di 
un punto M di m, col punto 
ove m sega Tasse s di omo- 
logia. 

È chiaro che, per la costru- 
zione del sistema 2' corrispon- 
dente ad un dato sistema 2 , si 
può sostituire alla coppia A y A 9 
di punti corrispondenti, una cop- 
pia mm 9 di rette corrispondenti. 

5. È bene anche osservare 
che reciprocamente dati in un 




Fig. 54. 



piano ir gli elementi C, 5 , A, A 9 y che servono a determinare una 
omologia piana, esistono infinite coppie di stelle prospettive che 
sono tagliate dal piano precisamente nella data omologia. Ed in- 
vero conduciamo per Ce fuori del piano it dell'omologia una retta 
da arbitrio; e su di essa (fig. 5$) assumiamo un punto C, da cui, 
sopra un piano a passante per s 7 si projetti il punto A in A v La 
retta A t A f sega quella condotta per C in un punto C t ; C f , C t 
sono evidentemente i centri di due stelle prospettive (perchè pro- 
iettanti il piano a) tali da essere tagliate da ir nell'omologia de- 
terminata dagli elementi dati. 

6. Siano al solito m, tri due rette corrispondenti in 2, 2' 
(fig- 5 l )> e conduciamo dal centro C di omologia le parallele a 
quelle rette; e siano Q y R i punti ove quelle parallele segano 
*/, tn rispettivamente; saranno 2?, Q} i punti limiti delle due 
punteggiate prospettive corrispondenti w, m 9 . E perchè al punto 
all'infinito dell'asse, sia punto di 2 che di 2', corrisponde il punto 
stesso, cosi ne segue che le rette r, q 9 parallele all'asse con- 
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dotte rispettivamente da R 9 Q sono le rette limiti dei sistemi 

2, 2 f rispettivamente. In altri ter- 
mini la retta r è il luogo dei punti 
R limiti di 2 ; cioè è la retta di 2 
a cui corrisponde in 2 r la retta al- 
l' infinito del piano; e la stessa pro- 
prietà ha la retta q f di ;gf. Risulta 
subito senza alcuna difficoltà: 

In un' omologia V una retta limite 
dista dal centro come Y altra dista 
dall' asse. 

a) Un'omologia è determinata 
dal centro dalV asse e da una delle 
rette limiti. 

b) Un'omologia t determinata 
dal suo centro, dall'asse & dalla ca- 
ratteristica A. 

Coi dati a) si costruisce subito 
la corrispondente di una retta data; 
e coi dati b) si costruisce subito 
(vedi pag. 77) il corrispondente di 
un punto dato. 

Fip. 55. 

§ 2. Casi particolari. — Omologia armonica, — Affinità. 

Similitudine. — Simmetria. 




I. Ritenendo le usate denominazioni (vedi pag. 106 n.© 1) 
supponiamo che il piano a projettato dalle due stelle C f , C % tagli 
la retta C t C % nel punto in cui la retta stessa taglia il piano k di 
omologia; allora il centro dell'omologia è sull'asse e si ha A = 1 

(fi g . 56). 

Le rette limiti r, q 9 sono equidistanti dall'asse S di omologia 
ed hanno luogo le proprietà correlative nel piano: 



Due punteggiate corrispon- 
denti contenenti il centro C di 
omologia sono punteggiate pro- 



Due fasci corrispondenti con- 
tenenti l'asse s di omologia sono 
fasci projettivi sovrapposti i cui 
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jettive sovrapposte i cui due ele- 
menti uniti coincidono nel centro 
stesso C. 



raggi uniti coincidono nell'asse 
stesso di omologia. • 




Pig. 56. 

2. In 2° luogo può darsi il caso che conducendo da C,, C t 
i piani paralleli a n, tagliandoli poscia con a, e precettando queste 
intersezioni rispettivamente da C t , C x> i piani projet tanti si tagliano 
in una stessa retta r q 9 del piano 7r; cioè può darsi il caso che le 
rette limiti r , q' coincidano in una sola retta. Allora le punteg- 
giate prò jettive fra loro corrispondenti contenenti il centro C di 
omologia sono in involuzione; perchè in ciascuna di esse i punti 
limiti 2?, Q coincidono nel punto, in cui la retta che li contiene 
sega la retta limite. Si ha quindi in tal caso A = — i, e risulta: 

Ogni coppia di punti corrispondenti ed ogni coppia di rette cor- 
rispondenti è divisa armonicamente dal centro C e dall'asse s di 
omologia (fig. 57). 

La retta limite rq' dista egualmente dal centro e dall'asse. 

L'omologia in tal caso dicesi armonica od involutoria perchè 
ad ogni elemento del piano corrisponde sempre il medesimo ele- 
mento sia che l'elemento assunto si riguardi appartenente all'uno 
2 all'altro 2 r dei due sistemi omologici. 
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L'omologia armonica è determinata dal suo centro e dal suo 
asse. È pure determinata da due coppie A, A 9 ; 5, B 9 di punti 
corrispondenti non giacenti nella stessa retta. Infatti le rette AA!> 
BB 9 si taglieranno in un punto C che sarà il centro di omologia; 

C 




Pig. 57. 

e la retta s che unisce i punti M, N coniugati armonici di C 
rispetto alle coppie A, A 9 ; B> B 9 è Tasse s di omologia. Questa 
stessa retta 5 è appunto quella che congiunge i punti in cui si 
tagliano le coppie AB, A f B 9 ; AB 9 9 A 9 B di rette corrispondenti. 

3« Supponiamo ora che il centro C di omologia sia all'infi- 
nito, il che accade quando la retta C X C % è parallela al piano ir. 
Allora l'omologia dicesi affinità e due sistemi omologici diconsi 
in tal caso affini. Le rette limiti coincidono colla retta all'infinito 
del piano. Due punteggiate corrispondenti sono simili, perchè se- 
zioni di un fascio di raggi paralleli. L'affinità è evidentemente 
determinata dall'asse s (fig. 58) e da una coppia A, A 9 di punti 
corrispondenti. 

Se indichiamo con oo il punto all'infinito della retta AA\ ossia 
il unito dell'affinità, e sia Af, M 1 una coppia di punti corrispon- 
denti si avrà: 

M 9 S SM 9 

Quando l'affinità sia involutoria, quindi A = — 1, sarà 

SM 9 = — SM 
cioè due figure affini sono in tal caso figure simmetriche rispetto 
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all'asse, cioè due punti corrispondenti sono equidistanti dalY asse s 
nella direzione costante della retta che li congiunge. 




Flg. 68. 



Quando la retta che unisce due punti simmetrici è normale 
all'asse di simmetria; od in altri termini quando il centro di af- 




Fip 58 hi*. 

fiaità (fig. 58 bis) è il punto all'infinito di una normale all'asse, 
si ha la simmetria ortogonale. 



Asciuttiti, Geometria proj+ttiva. 
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4. Supponiamo che il piano a sia parallelo al piano n dei due 
sistemi omologici; Tasse s di omologia sia cioè la retta all'infi- 
nito del piano n. Le rette limiti cadono ancora all'infinito: due 
rette corrispondenti sono parallele e sono punteggiate simili; due 
fasci corrispondenti sono eguali; si ha cosi la similitudine rispetto 
ad un centro C. Se indichiamo con qo il punto all'infinito della 
retta MAP che unisce due punti corrispondenti, si avrà; 

er huk MC CM 

La similitudine è determinata dal centro, e da una coppia di punti 
corrispondenti. 

Se poi sia a = — i, cioè si abbia similitudine ed involu- 
zione ad un tempo, sarà CM = — CM 1 . In tal caso dunque due 
sistemi corrispondenti sono simmetrici rispetto al centro C (fig. 59); 




Kig. 59 



si ha cioè la simmetria rispetto ad un centro C, perchè due punti 
corrispondenti sono equidistanti dal centro stesso. 

5. Finalmente può avvenire che tanto il centro quanto l'asse 
di omologia cadono all'infinito. Allora due figure corrispondenti 
sono figure simili ed affini e si dicono figure eguali o congruenti, 
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in quanto che l'una figura può, con una semplice traslazione, es- 
sere sovrapposta alla sua corrispondente (fig. 60). 




Pìg. 00. 



§ 3. Omologia dello tpaih. 



I. Sia dato nello spazio un punto ed un piano u che per 
ora non supponiamo passante per O; e sia data (fig. 61) una 
coppia AA 9 di punti allineati con 0. Assumiamo inoltre nello spazio 
un punto qualunque M che supponiamo fuori della retta AAf. 
Allora il punto M e la retta AA 9 determinano un piano MAA 9 ed 
in quel piano è pure determinata un'omologia; essendo O il 
centro, A, A 9 una coppia di punti corrispondenti, e la retta s 
secondo cui il piano MAA 1 taglia «, l'asse di omologia. Se in 
questa omologia riguardiamo il punto M appartenente appunto 
al sistema piano a cui appartiene A> M avrà, determinato in 
modo unico, il suo corrispondente M r . Variando di posizione il 
punto M nello spazio fuori di A A 9 il piano MAA 9 ruoterà intorno 
ad AA Ì ed in ciascuna posizione del piano avremo in esso deter- 
minata un'omologia che darà la posizione del punto M corri- 
spondente alla posizione considerata di M. Ora in tutte le omo- 
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logie che si formano nei piani condotti per AA 9 9 un punto qua- 
lunque P della retta AA 9 ha sempre il medesimo corrispondente 
P; perchè sulla retta AA r la corrispondenza projettiva in tutte 
quelle omologie è determinata dalle stesse tre coppie 0, O; A, J, 
S, S di punti corrispondenti, essendo 5 il punto ove AA viene 
tagliata da «. 




Flg. 01. 

2. Segue da ciò che se il punto Af si move a descrivere lo 
spazio od in particolare una figura 2 dello spazio, il punto Af' si 
move corrispondentemente a descrivere in altro modo lo spazio, od 
in particolare una nuova figura 2' dello spazio; ad ogni diversa 
posizione del punto M corrispondendo una ed una sola diversa 
posizione di Af'. Il punto M può coincidere con Af, che si dirà 
allora un punto unito. Ciò accade quando Af viene a cadere in 
oppure nel piano «. Viceversa poi è chiaro, che se invece fac- 
ciamo muovere Af 1 a percorrere lo spazio od una figura 2* (es- 
sendo dati il punto O il piano » e la coppia AA 1 di punti allineati 
con 0), abbiamo determinata una legge analoga di costruzioni per 
cui Af si move a descrivere pure lo spazio, od una figura 2; in 
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modo che ad ogni posizione di M corrisponde una ed una sola 
posizione di Af ; basta infatti nelle costruzioni cambiare A in A 1 . 
In altri termini adunque cogli elementi , o> , A, A resta deter- 
minato nello spazio un principio ài trasformazione o di corrispon- 
denza univoca, che diremo Omologia. O sarà il centro^ od sarà detto 
il piano dell'omologia. Gli elementi di una figura qualunque 2 
che per determinarne la corrispondente si riguarda contenere il 
punto A, saranno costantemente indicati con lettere senza ac- 
cento, mentre si indicheranno con lettere accentate gli elementi 
di una figura 2 1 che per ottenerne la corrispondente si riguarda 
contenere il punto A'. 

3. Coli' omologia si passa adunque da una figura 2 composta 

di punti A, Af, N ad una figura 2' composta di altrettanti 

punti A\ M ', N 1 Le due figure 2, 2 r saranno dette omologiche e 

per passare dall'una all'altra figura si può alla coppia A, A' di punti 
corrispondenti sostituire un'altra coppia qualunque Af, Ai'. Infatti 
sia N f il corrispondente di N ottenuto colla legge data, per mezzo 
dei punti A, A f . Essendo (fig. 6i) A> A'; A/, Ai'; N, N' coppie 
di punti allineate con ne segue che i triangoli AMN, A'M'N' 
sono prospettivi (vedi pag. 18). Le coppie di lati AM, A'M 9 ; 
AN y A'N'; AfN, M f N f si tagliano in punti S t , S s , S t della inter- 
sezione dei piani dei due triangoli; e questa intersezione giace 
nel piano « perchè in esso vi sono i punti AM . A'M f = 5 J5 
AN . A!N* = S s dell'intersezione stessa. Dunque AiN, M'N' si 
tagliano in un punto S t di 5,5 t ; cioè il corrispondente N' di N 
si trova, colla legge data, sostituendo ai punti A y A 1 i punti M, Ai 1 . 

4. Dico che nelle due figure 2, 2' ad una retta m e ad un 
piano p dell'una figura 2 corrisponde una retta ni e un piano p 
dell'altra 2'. Infatti se m contiene il centro O di omologia ad m 
corrisponde evidentemente la retta stessa, cioè sono uniti i raggi 
della stella O. Se m giace in w corrisponde pure ad m la retta 
stessa; le rette di &> non solo sono unite,. ma composte di punti 
uniti. Se poi m non contiene ne è situata in a>, allora ad m 
corrisponde la retta ni che si costruisce immaginando il piano Om 
e in quel piano l'omologia che ha per centro 0, per asse l'inter- 
sezione di Om con &> e per coppia di punti corrispondenti, un 
punto M del piano stesso ed il suo corrispondente M' . 

Sia ora f* un piano di 2; se p contiene O, allora a f* corri- 
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sponde se stesso, cioè: sono uniti i piani della stella O. Se poip 
coincidesse con o> allora jx sarebbe pure unito e composto di punti 
tutti uniti. Se p. non passa per e non coincide con co, allora 
alle rette di p. corrisponderanno rette che a due a due si tagliano 
senza tutte passare per lo stesso punto; dunque a p. corrisponde 
un piano |x'. Riassumendo adunque due figure 2, 2/ omologiche 
nello spazfo sono figure che hanno le seguenti proprietà fra loro 
correlative nello spazio : 



Due punti M , M' fra loro 
corrispondenti nelle due figure 2> 
2 f sono allineati col centro O di 
omologia ; e sono i centri di due 
stelle prospettive fra loro corri- 
spondenti, il piano a) di omologia 
essendo il sostegno del sistema 
piano progettato dalle due stelle. 

Due rette m, m r corrispon- 
denti si tagliano in un punto 
dato del piano &> di omologia; 
e sono punteggiate prospettive se- 
zioni di un fascio di centro O. 

Ad una punteggiata e ad un 
sistema piano dell 3 una figura 2 
contenente il centro O corrisponde 
rispettivamente in 2' una pun- 
teggiata proiettiva sovrapposta 
alla prima; ed un sistema piano 
omologico al primo. 

5. Osservando ora che ad un sistema piano di 2 situato in a> 
corrisponde in 2' un. sistema piano congruente col primo, perchè 
ogni elemento coincide col suo corrispondente, cosi possiamo dire 
in generale: 

In due figure omologiche 2, 2' ad una forma fondamentale di 
i. a specie dell'una figura 2 corrisponde nell'altra 2' una forma 
fondamentale di i. a specie projettiva alla prima. 

xAd una forma fondamentale di 2. a specie dell' una corrisponde 



Due piani corrispondenti p, /*' 
nelle due figure 2, Z', si tagliano 
in una retta del piano o> di omo- 
logia; e sono i sostegni di due 
sistemi piani prospettivi fra loro 
corrispondenti, il centro O di 
omologia essendo anche il centro 
delle stelle di cui i sistemi piani 
sono sezioni. 

Due rette m, m' corrispon- 
denti sono in un piano passante 
per il centro O di omologia, e 
sono assi di due fasci projettivi 
di piani projettanti uno stesso 
fascio di raggi del piano w. 

Ad un fascio di piani e ad 
una stella di 2 aventi rispetti- 
vamente l'asse e il centro nel 
piano tu, corrisponde in 2 f un 
fascio di piani proiettivo e so- 
vrapposto al primo ed una stella 
omologica alla prima. 
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nell'altra una forma fondamentale di i. a specie prospettiva od omo- 
logica congruente colla prima. 

6. Data adunque nello spazio una omologia, possiamo dire che 
ogni sezione di essa con un piano passante pel centro è un'omo- 
logia piana. Due di queste omologie hanno in comune nella in- 
tersezione dei loro piani due punteggiate projettive sovrapposte 
fra loro corrispondenti; quindi nei punti limiti R, Q di quelle due 
punteggiate si tagliano le rette limiti r 9 r t ; <?>q\ delle due omo- 
logie; dunque le rette limiti r>r t .... di tutte le omologie piane 
sezioni dell'omologia solida sono in uno stesso piano p parallelo 
ad m; e similmente sono in un altro piano x f parallelo ad o* le 

rette limiti q\ q\ delle omologìe piane nominate; perchè le 

rette limiti stesse a due a due si tagliano senza passare tutte per 
ano stesso punto. 

I piani p, x' sono i piani limiti; cioè il piano p è il piano 
della figura 2 che ha per corrispondente in 2' il piano all'infi- 
nito; e x! è il piano di 2' che ha per corrispondente il piano 
alV infinito in 2. È chiaro inoltre: 

L'un piano limite dista dal centro come l'altro dista dal piano 
di omologia. 

7. Siano M 9 Af; m^ni\ p, ^ coppie di elementi Corrispon- 
denti* nell'omologia; e sia O x il punto ove MM 1 sega a>; sia o 
la retta che projetta da il punto miri di w; ed o % l'intersezione 
del piano mmf con u>; sia finalmente *>, il piano che projetta 
da la retta pp' di », avremo subito: 

(0 (OO t MM') = (oo.mm 1 ) = (**W) = ù, 

essendo A una quantità costante qualunque sia la coppia di ele- 
menti corrispondenti. Il numero A dicesi la caratteristica della 
omologia. 

8. È ovvio il riconoscere finalmente che: 

i.° Un'omologia è determinata dal suo centro, dal suo 
piano e da una coppia di rette o di piani fra loro corrispondenti. 

2.0 Oppure è determinata dal suo centro e dal suo piano 
e da uno dei piani limiti, oppure dalla sua caratteristica. 

9. L'omologia solida presenta naturalmente gli stessi casi par- 
ticolari della piana. Può darsi che il centro O di omologia giaccia 
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sul piano w di omologia; i piani limiti sono allora equidistanti 
dal piano di omologia; e si ha ù= i. 

10. Può darsi che i piani limiti coincidano in un sol piano 
equidistante dal centro e dal piano di omologia. Allora la corri- 
spondenza è involutoria cioè ad un elemento dello spazio (punto, 
retta e piano) corrisponde sempre lo stesso elemento, sia che 
l'elemento assunto si riguardi appartenente all'una figura 2 che 
all'altra 2'. In tal caso A = — i. Inoltre i 

Due elementi corrispondenti (punti, rette o piani) sono divisi 
armonicamente dal centro e dal piano di omologia. L'omologia in 
tal caso dicesi perciò armonica. Viceversa se A = — i: l'omo- 
logia è necessariamente armonica. Un'oncologia armonica è de- 
terminata dal suo centro e dal suo piano. 

IL II centro può essere all'infinito, cioè la stella dei raggi e 
dei piani uniti può essere composta di raggi e di piani paralleli 
ad una retta fissa I. 

I piani limiti cadono all'infinito; e l'omologia dicesi affinità 

e si dicono affini fra loro due figure corrispondenti. È chiaro che 

l'affinità è determinata dal suo piano w e da una coppia di punti 

corrispondenti. Se poi l'affinità è involutoria, cioè, se inoltre sia 

M'O 
ù = (o© O t MM') = -T777- 1 = — i, allora due figure affini sono 

evidentemente due figure simmetriche rispetto al piano «; cioè si 
ha la simmetria rispetto ad un piano. Quando la retta /, che si 
dirige al centro di affinità, è normale al piano w di essa, si ha la 
simmetria ortogonale rispetto ad un piano u. 

12. Può invece essere all'infinito il piano o> di omologia; e 
allora si ha la similitudine delle figure; cioè due figure corri- 
spondenti sono due figure simili, in quanto che ad angoli piani 
o diedri dell'una figura corrispondono nell'altra angoli piani o 
diedri rispettivamente eguali a quelli della prima; giacché due 
rette corrispondenti sono rette parallele e punteggiate simili; e 
due piani corrispondenti sono piani paralleli. È chiaro che una 
similitudine è determinata dal suo centro e da una coppia di punti 
corrispondenti. 

La similitudine può essere armonica, od involutoria, cioè può es- 
sere A = (Ooe MM') = -tttq = — i, allora si ha la simmetria 
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rispetto ad un centro 0, cioè: due figure corrispondenti sono 
figure simmetriche rispetto ad un punto. 

Finalmente tanto il centro come il piano di omologia pos- 
sono cadere all'infinito; e allora si ha l'eguaglianza delle figure: 
cioè due figure corrispondenti sono figure eguali e sovrapponibili 
con una semplice traslazione parallela alla retta /, il cui punto 
all'infinito è il centro di omologia. 
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CAPITOLO V. 



Forme elementari di 2.° ordine del piano, della stella e dello spazio, 



§ I. Forme del piano. — Teoremi di Pascal e di Brianchon. 

Conseguenze e costruzioni relative. 

1. Due forme fondamentali di i. a specie riferite fra loro projet- 
tivamente generano una nuova forma composta di punti, di piani, 
di rette, secondochè due elementi corrispondenti delle due forme 
projettive determinano un punto, un piano, una retta. In tutti i 
casi la forma generata è dunque il luogo degli elementi determi- 
nati dalle varie coppie di elementi corrispondenti delle due forme 
projettive date; e sarà detta forma elementare di i. a specie e di 
2.° ordine; mentre diremo anche forme elementari di i. a specie e 
di i.° ordine le forme fondamentali di i.* specie. 

Cominciamo a considerare le forme elementari di 2.° ordine 
del piano. Esse sono le seguenti figure, fra loro correlative nel 
piano : 



// luogo C,M dei punti ove 
si tagliano le coppie di raggi 
corrispondenti di due fasci pro- 
iettivi* 

I centri dei due fasci proiet- 
tivi appartengono evidentemente 
al luogo C/ 2 >, che si dice una 
linea o curva del piano, perchè 
generato da un punto che si move 
con una legge determinata, acqui- 
stando successive individuate po- 
sizioni. 

La curva C® si dice poi 
del 2.° ordine, perchè da una 
retta arbitraria del piano è in- 



//' luogo yW delle rette che 
congiungono le coppie di punti 
corrispondenti di due punteggiate 
projettive. 

Le rette sostegni delle due 
punteggiate projettive apparten- 
gono evidentemente al luogo 
y/ 2 >, che si dice un inviluppo 
del piano, perchè generato da 
una retta, che si move con una 
legge determinata, acquistando 
successive e individuate posizioni. 

L* inviluppo y, (2 > si dice della 
2. a classe, perchè da un punto 
arbitrario del piano partono al 



GEOMETRIA PROJETTIVA. 



123 



contrata in due punti al più; i 
punti uniti delle due punteggiate 
projettive secondo cui la retta 
taglia i due fasci projettivi di 
raggi generatori della linea. 

Il cerchio è quindi una linea 
del 2. ordine; e le definizioni 
della tangente in un punto al 
cerchio date a pag. 58, si ap- 
plicano interamente a definire 
la tangente a CW nei centri dei 
due fasci projettivi che la deter- 
minano. 

Quindi per il teorema dato 
a pag. 57 risulta: 

Proiettando da due punti fissi 
di C,P> un punto variabile di 
essa, si ottengono due fasci pro- 
iettivi, essendo in essi corrispon- 
denti due raggi che progettano 
una stessa posizione del punto di 
C&; e al raggio comune dei due 
fasci projettivi considerato come 
appartenente ad uno di essi, cor- 
risponde la tangente nel centro 
dell'altro fascio. 

2. Dal teorema precedente 
deriva immediatamente: 

a) Cinque punti di C^ 
bastano a determinarne tutti gli 
altri. 

b) Sei punti di C,^ presi 
in un ordine qualunque formano 
un esagono di Pascal; cioè i tre 
punti diagonali dell 9 esagono for- 



bivi due rette dell'inviluppo, i 
raggi uniti dei due fasci projet- 
tivi che projettano da quel puntò 
le due punteggiate projettive 
che servono a generare l'invi- 
luppo. 

Le tangenti di un cerchio for- 
mano un inviluppo di 2. a classe; 
e le definizioni di punto di con- 
tatto di una tangente al cerchio 
date a pag. 58 si applicano in- 
teramente a definire il punto di 
contatto delle rette di y/ 2 ) che 
contengono le due punteggiate pro- 
jettive che lo determinano. 

Quindi pel teorema dato a 
pag. 57, risulta: 

Tagliando con due rette fisse 
di 7,P) una retta variabile di 
esso si ottengono due punteggiate 
projettive, essendo in esse corri- 
spondenti due punti intersezioni 
delle rette fisse con una stessa 
posizione della retta variabile; 
e al punto comune delle due 
punteggiate projettive considerato 
come appartenente ad una di 
esse corrisponde il punto di con- 
tatto relativo all' altra. 

Dal teorema precedente de- 
riva immediatamente: 

a') Cinque rette di y, <*> ba- 
stano a determinarne tutte le al- 
tre. 

b f ) Sei rette di y f P) prese 
in un ordine qualunque formano 
un esagono di Brianchon, cioè le 
tre diagonali si tagliano in un 
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mato dai sei punti sono in linea 
retta, detta retta di Pascal. (Teo- 
rema di Pascal) (fig. 62). 



punto, detto punto" di Brianchon. 
(Teorema di Brianchon) (fi- 
gura 63). 







e) Viceversa: I sei vertici 
di un esagono di Pascal sono in 
generale sopra una determinata 
curva di 2. ordine; sopra il 
sistema di due rette. Ciò deriva 
s abito dal teorema relativo al- 
l' esagono di Pascal dato a pa- 
gina 17. 



e 1 ) Viceversa : I sei lati di 
un esagono di Brianchon appar- 
tengono in generale ad un deter- 
minato inviluppo di 2. a classe; 
passano per due punti fissi. Ciò 
deriva subito dal teorema sul- 
l'esagono di Brianchon dato a 
pag. 17. 




Fig 63. 



Dati Cinque punti, tre qua- 
lunque dei quali non in linea 
retta, tre qualunque sono pro- 
jettati dagli altri con due fasci 
projettivi e non prospettivi, sic- 
ché determinano in modo unico 
una curva di 2° ordine propria- 



Date cinque rette, tre qua- 
lunque delle quali non passanti 
per uno stesso punto, tre qua- 
lunque sono tagliate dalle due 
rimanenti in due punteggiate pro- 
iettive e non prospettive, sicché 
determinano in modo unico un 
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mente detta; passante peri cinque 
punti dati. 

Il teorema di Pascal insegna 
a costruire quanti si vogliano al- 
tri punti di una curva di 2.° or- 
dine data per cinque punti; per- 
chè insegna a trovare l'ulteriore 
intersezione della curva con una 
retta condotta arbitrariamente 
per uno dei cinque punti dati. 



inviluppo di 2.* classe, che con- 
tiene le cinque rette date. 

Il teorema di Brianchon in- 
segna a costruire quante si vo- 
gliono rette di un inviluppo di 
2. ft classe dato per cinque rette; 
perchè il teorema stesso insegna 
a costruire l'ulteriore retta del- 
l'inviluppo passante per un punto 
preso arbitrariamente sopra una 
delle cinque rette date. 




Pig. 64. 



Siano infatti (fig. 64) 17, V, I Siano (fig. 65) u y v> a, b> e 
A, JB, C i cinque punti dati, e | le cinque rette date, e indichiamo 
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indichiamo con D il punto che 
vogliamo determinare sopra una 
retta d condotta per 17. Pren- 
diamo i sei punti £7, F, A 9 5, 
C, D in un ordine qualunque, 
purché U ed il punto D richiesto 
siano consecutivi; quindi for- 
miamo per esempio l'esagono 
UDVCAB che dovrà essere un 
esagono di Pascal. Dunque i lati 
opposti d 9 AC; AC> BU si se- 
gheranno in due punti /),, W 
della retta di Pascal, che sarà 
cosi la loro congiungente; quindi 
il lato AB segherà la retta D X W 
nel punto D % per cui deve pas- 
sare il lato ad esso opposto, che 
sarà così VD % . Il punto D sarà 
adunque l'intersezione di VD % 
con d. 



con d la retta che vogliamo de- 
terminare, passante per un punto 
D di u. Prendiamo le sei rette 
u, v, a, b, e, d in un ordine qua- 
lunque, purché la retta u e la d 
richiesta siano consecutive; for- 
miamo quindi p. es f l'esagono 
udvbac che dovrà essere un esa- 
gono di Brianchon. Dunque i 
vertici opposti D, ab; cu, vb 
congiunti daranno due diagonali 
dell'esagono, che si segheranno 
nel punto K di Brianchon, da 
esse determinato. La terza dia- 
gonale sarà allora quella che 
unisce il vertice ac con jfif, la 
quale segherà il lato v del- 
l'esagono nel punto per cui deve 
passare il lato richiesto d y che 
sarà la retta che congiunge il 
punto nominato con D. 




3. Diremo d'ora avanti in- 
scritto in una curva ogni poli- 
gono i cui vertici siano punti 
della curva stessa. Ciò posto 



Diremo d'ora avanti inscritto 
in un inviluppo ogni poligono 
i cui lati siano rette dell'invi- 
luppo. Ciò posto supponiamo 
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supponiamo che due vertici con- 
secutivi dell' esagono formato 
con sei punti di una curva di 
2. ordine vengano a coincidere; 
allora avremo un pentagono 
semplice e la tangente alla curva 
in un vertice del pentagono, e 
il teorema di Pascal si cangia 
nel seguente: 

In un pentagono semplice in- 
scritto in una curva di 2. or- 
dine, la tangente in un vertice, 
il lato opposto e le altre due 
coppie di vertici non consecutivi 
si tagliano in punti di una stessa 
retta (fig. 66). 




Kg. w. 1 

Questo teorema serve a ri- 
solvere in particolare il pro- 
blema : 

Data una curva di 2. or- 
dine per cinque punti costruire la 
tangente in uno di essi. 

Siano A, B, C,D,E i cinque 



ora che due lati consecutivi di 
un esagono semplice formato 
con sei rette di un inviluppo di 
2.* classe vengano a coincidere, 
avremo allora un pentagono 
semplice, e il punto di contatto 
di uno dei lati e il teorema di 
Brianchon si cangierà nel se- 
guente : 

In un pentagono semplice in- 
scritto in un inviluppo di 2." 
classe, il punto di contatto di 
un lato e il vertice opposto e le 
altre due coppie di vertici non 
consecutivi sono congiunte da rette 
passanti per uno stesso punto (fi- 
gura 67). 




Fig. 87. 

Questo teorema serve in par- 
ticolare a risolvere il problema: 

Dato un inviluppo di 2. a classe 
per cinque rette, costruire il punto 
di contatto di una di esse. 

Siano a> b, e, d, e le cinque 
rette dato e si voglia trovare il 
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punti dati (fig. 68) e si voglia 
condurre la tangente in A. Nel 
pentagono semplice ABCDE, il 
lato CD opposto ad A segherà 
la tangente in un punto ND della 
retta LM che congiunge i punti 
L = AB.DE, M=AE.BC, 
dunque la tangente richiesta 
sarà AN. 



punto di contatto di e (fig. 67). 
Nel pentagono semplice abede 
le rette che uniscono il ver- 
tice ae (opposto a e) ed il punto 
di contatto die; e le altre due 
coppie ab, de; cb, de di vertici 
non consecutivi si tagliano in 
uno stesso punto 0, che sarà 
quello determinato dalle rette 
de . bc y ab . de. Dunque la retta 
che unisce il vertice ae con 
segherà e nel punto domandato. 




Fig. te. 



4. Supponiamo ora che altri 
due vertici consecutivi delPesa- 
gono inscritto vengano a coin- 
cidere; cioè si abbia un qua- 
drangolo semplice inscritto e le 
tangenti in due vertici opposti 
(fig. 69) allora il teorema di 
Pascal si cangierà nel seguente : 

In un quadrilatero semplice 
inscritto in una curva di 2* or- 
dine, le tangenti nei vertici op- 
posti, e i lati opposti concorrono 
in punti di una stessa retta. 

Questo teorema serve a ri- 
solvere il problema. 



Supponiamo ora che altri due 
lati consecutivi dall'esagono in- 
scritto vengano a coincidere, si 
abbia cioè un quadrilatero sem- 
plice inscritto e i punti di con- 
tatto dei due lati opposti; il 
teorema di Brianchon si can- 
gierà nel seguente (fig. 70 ) : 

In un quadrilatero semplice 
inscritto in un inviluppo di 2. a 
classe le congiungenti i punti di 
contatto dei lati opposti e le diar 
gonali concorrono in un mede- 
simo punto. 

Questo teorema serve a ri- 
solvere il problema: 
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Dati 4 punti di una curva 
di 2. ordine, e la tangente in 
uno di essi costruire la tangente 
in un altro dei tre punti rima- 
nenti. 



Date 4 rette di un inviluppo 
di 2. a classe, ed il punto di con- 
tatto di una di esse costruire il 
punto di contatto di una delle tre 
rimanenti. 




Kig. 6tf. 




Pig. 70. 



Siano A, B 9 C, D i quattro 
punti dati, sia data la tangente 
in A e si voglia condurre la 
tangente in C (fig. 71). 

Intanto si può osservare che, 

AicHimi, Geometria protettiva. 



Siano a, b 9 e, d le quattro 
rette date e sia dato il punto 
A di contatto di a, e si voglia 
quello di e (fig. 72). 

Intanto si può osservare che, 

9 
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coi dati supposti, la curva di 2. 
ordine è interamente determi- 
nata. 

Infatti i fasci projettivi che 
hanno il centro uno nel punto A 
l'altro in un altro qualunque dei 
tre punti dati, sono determinati 
nella loro corrispondenza, perchè 
di essa vengono date tre coppie 
di raggi corrispondenti. 



coi dati supposti, l'inviluppo di 
2. a classe è interamente deter- 
minato. 

Infatti le punteggiate pro- 
jettive che hanno per sostegno 
la retta a ed un'altra delle tre 
rette date sono determinale nella 
loro corrispondenza, perchè di 
essa vengano date tre coppie di 
punti corrispondenti. 




Fig. 71. 



Ciò posto, consideriamo i 
quattro punti A, B, C, D in un 
ordine tale da formare un qua- 
drilatero di cui A, C siano i 
vertici opposti; quindi si consi- 
derino precisamente nell'ordine 



Ciò posto, consideriamo le 
quattro rette 0, i, c y d in un or- 
dine tale da formare un qua- 
drilatero in cui a, e siano lati 
opposti. Le diagonali del quadri- 
latero si tagliano in un punto O 



GEOMETRIA PROJETTIVA. 



I 3 I 



scritto. Allora le coppie 5C, 
AD; AB, DC di lati opposti 
si taglieranno nei punti diago- 
nali Af, P, che danno la retta 
MP in cui si debbono tagliare, 
nello stesso punto N, le tangenti 
in A e in C; e questa ultima 
sarà dunque la CN. 



in cui debbono tagliarsi le rette 
che uniscono i punti di contatto 
dei lati opposti. Unendo adunque 
A con la retta AO segherà 
il lato e nel punto C doman- 
dato. 




Kg. 78. 



Essendo H, H\ K, K 1 i punti 
in cui le tangenti rispettivamente 
in A e C vengono tagliate dalle 
tangenti in B, D; essendo L il 



Essendo A y B> C, D rispet- 
tivamente i punti di contatto di 
a, b 9 e, d; considerando il qua- 
drangolo completo i cui vertici 
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punto ove le tangenti in B, D 
segano la MN y e ponendo per 
brevità : 

LN=e 9 LB=f, LD=f 

LA = g* 9 LC = g, 

si ha che (vedi pag. 67): 

eff t A (effg), 
onde anche 

NHKA A NK'H'C 
ed anche 

NHKA J\ CH'K'N. 

Facendo variare il punto D a 
descrivere la curva di 2. or- 
dine si ha il teorema: 

Una tangente variabile di una 
curva di 2. ordine determina 
sopra due tangenti fisse due pun- 
teggiate proiettive; e al punto d'in- 
contro delle due tangenti fisse con- 
siderato come appartenente ad uno 
di esse corrisponde il punto di 
contatto dell'altra. 

Od anche 

Le tangenti di una curva di 
2. ordine formano un inviluppo 
di 2. a classe; i punti di contatto 
delle rette dell'inviluppo essendo 
i punti della curva. 



sono quelli del quadrilatero sem- 
plice ab ed e la trasversale DB, 
si avrà 

ODBL A OBDK; 

essendo L 9 K i punti ove DB 
sega i lati opposti a 9 e del qua- 
drangolo completo (vedi pa- 
gina 67). 

Quindi anche 

A(CDBL)]{ C(ABDK) 9 
ed anche: 

A(CDBL) A C(KDBA). 

Facendo variare la tangente 
d a descrivere F inviluppo di 2.* 
classe, avremo: 

Projettando da due punti di 
contatto di due rette fisse di 
un inviluppo di 2.* classe il 
punto di contatto di una retta 
variabile di esso, si ottengono due 
fasci projettivi; e al raggio co- 
mune dei due fasci considerato 
come appartenente ad uno di essi 
corrisponde nell' altro fascio la 
retta fissa dell' inviluppo. 

Od anche 

I punti di contatto delle rette 
di un inviluppo di 2. a classe for- 
mano una curva di 2. ordine, di 
cui le rette dell' inviluppo ne sono 
le relative tangenti. 



5. Data adunque una curva di 2. ordine è dato un inviluppo 
di 2.* classe e viceversa. Possiamo adunque dire che la curva di 
2. ordine può essere determinata in due modi, cioi per cinque 
punti per cinque tangenti. Chiameremo anche coniche o qua- 
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driche del piano le curve di 2. ordine; e diremo coniche-invi- 
luppi o coniche per tangenti gli inviluppi di 2.* classe formati 
dalle tangenti delle coniche stesse. Chiamando altresì classe di una 
curva la classe dell'inviluppo formato dalle relative tangenti, il 
numero cioè delle tangenti che ad essa curva possono condursi 
da un punto arbitrario del suo piano, ne segue che : 

Una conica è una curva di 2. ordine e della 2." classe; il che 
si esprimerà tutto in una volta dicendo che una conica è una 
curva del 2? grado. I poligoni aventi per lati tangenti di una co- 
nica si diranno circoscritti alla curva, cosi che i teoremi dei po- 
ligoni inscritti in un inviluppo di 2.* classe non sono altro che 
teoremi relativi a poligoni circoscritti ad una conica; in partico- 
lare i teoremi di Pascal e di Brianchon si possono enunciare così: 



Ogni esagono semplice in- 
scritto in una conica è un esa- 
gono di Pascal 



Ogni esagono semplice circo- 
scritto ad una conica è un esa- 
gono di Brianchon. 



6. Supponiamo finalmente che altri due vertici consecutivi di 
un esagono inscritto in una conica vengano a coincidere, sicché 
si abbia un triangolo (fig. 73) inscritto e le tangenti ai vertici; 




Kg 73. 



e correlativamente supponiamo che l'esagono circoscritto si ri- 
duca ad un triangolo ed ai relativi punti di contatto (fig. 74), i 



l 34 



GEOMETRIA PROJETTIVA. 



teoremi di Pascal e di Brianchon si tramuteranno nei seguenti 
teoremi correlativi: 




Fig. 74. 



In un triangolo inscritto in 
una conica le tangenti ai vertici 
e i lati rispettivamente opposti si 
tagliano in punti di una stessa 
retta. 

Questo teorema serve in par- 
ticolare a risolvere il problema: 

Dati tre punti A, B, C di 
una conica e le tangenti in due 
di essi A, B trovare la tangente 
nel punto rimanente C. 

Il triangolo ABC essendo in- 
scritto alla conica, pél teorema 
precedente, la tangente richiesta 
sarà la retta che unisce il punto 
C col punto ove il lato AB 
sega la retta congiungente i 
punti ove gli altri due lati se- 
gano le tangenti nei rispettivi 
vertici opposti (fig. 73). 



In un triangolo circoscritto ad 
una conica le rette che congiun- 
gono i vertici coi punti di con- 
tatto dei lati opposti si tagliano 
in uno stesso punto. 

Questo teorema serve in par- 
ticolare a risolvere il problema : 

Date tre tangenti a, b, e di 
una conica e i punti di contatto di 
due di esse a, b trovare il punto 
di contatto della rimanente e. 

Il triangolo abe essendo cir- 
coscritto alla conica il punto di 
contatto richiesto sarà quello in 
cui sviene tagliato dalla rettache 
unisce il vertice opposto a e col 
punto ove si tagliano le rette 
che uniscono gli altri due ver- 
tici coi rispettivi punti di con- 
tatto dei lati opposti (fig. 74). 
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Riassumendo ed osservando che tre punti e le tangenti in due 
di essi, e tre tangenti ed i punti di contatto di due di esse de- 
terminano la corrispondenza projettiva per generare la conica- 
luogo e la conica-inviluppo, si hanno le seguenti proprietà cor- 
relative nel piano: 



Una conica t determinata: 
i.° da cinque punti; 2.° da quat- 
tro punti e dalla tangente in uno 
di essi; }.° da tre punti e dalle 
tangenti di due di essi. 



Una conica t determinata: 
i.° da cinque tangenti; 2. da 
quattro tangenti e dal punto di 
contatto di una di esse; ).° da 
tre tangenti e dai punti di con- 
tatto di due di esse. 
Le proprietà ora enunciate sulle coniche sono a due a due 
correlative ossia si trasformano le une nelle altre col principio 
di dualità del piano o con un sistema polare elementare; perchè 
risulta subito appunto che: 

La figura correlativa polare reciproca di una conica t un'altra 
conica; cioè i punti di una conica si trasformano nelle tangenti di 
un'altra conica; e le tangenti della prima nei punti della seconda. 
Infatti due fasci projettivi del piano generatori di una conica 
si trasformeranno in due punteggiate tali che ad un elemento 
dell'una corrisponde uno dell'altra in modo che ad una forma 
armonica corrisponde una forma armonica, dunque le punteg- 
giate sono projettive; e viceversa due punteggiate fra loro projet- 
tive si trasformano in due fasci projettivi. È chiaro inoltre che 
un punto e la relativa tangente alla conica viene trasformata in 
una tangente e nel relativo punto di contatto. 

7. Immaginiamo ora di aver data nel piano un'omologia per 
mezzo del suo centro, del suo asse e della retta limite r appar- 
tenente al sistema 2 a cui immaginiamo appartenere un cerchio 
dato nel piano. Facendo del cerchio la figura omologica, otter- 
remo una curva di 2. ordine del sistema 2' perchè otteniamo 
il luogo dei punti in cui si segano le varie coppie di raggi corri- 
spondenti di due fasci projettivi. Infatti ai due fasci projettivi ge- 
neratori del cerchio corrisponderanno in 2' (vedi pag. 26) due 
fasci projettivi in cui sono fra loro corrispondenti due raggi che 
corrispondono a due raggi projettanti uno stesso punto della cir- 
conferenza; perchè questi ultimi raggi sono appunto corrispon- 
denti fra loro nei due fasci generatori del cerchio. Si vede altresì 
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che alle tangenti del cerchio sono omologiche le tangenti della 
curva di 2. a ordine in modo che ad un punto ed alla relativa 
tangente del cerchio corrisponde adunque un punto e la tan- 
gente della conica. 
8. Viceversa: 

i7 luogo delle intersezioni delle coppie di raggi omobghi in due 
fasci projeiìivi (non prospettivi) in un piano, è una forma di punti 
figura omologica del cerchio in infinite maniere differenti; ed il 
luogo delle congiungenti le coppie di punti corrispondenti di due 
punteggiate proiettive (ma non prospettive) in un piano è una forma 
di rette omologica al sistema delle tangenti di un cerchio in infiniti 
modi differenti. 

Infatti siano dapprima 5 
ed 5' i centri dei due fasci 
proiettivi dati nel piano, e 
posto SS 1 = a\ al raggio a 1 
del fascio di centro S' cor- 
risponda il raggio a, essen- 
zialmente diverso da a 1 y nel 
fascio di centro 5. Siano poi 
b , e altri due raggi del fascio 
5, (fig. 75) t V <f, ì loro 
corrispondenti nel fascio di 
centro S f . Pongasi bV = J*, 
ce 9 = Q* 9 e allora saranno 
F* (?, S, S 1 punti del luogo C» 
delle intersezioni delle cop- 
pie di raggi corrispondenti dei 
due fasci projettivi dati. Con- 
duciamo ora un cerchio C<*> 
tangente in 5 al raggio a, e 
siano P, Q, S, i punti in cui 
il cerchio sega rispettivamente i raggi b 9 c> a 9 . 1 due triangoli PQS t ; 
P*QS' sono omologici ed 5 è il centro dell' omologia da essi in- 
dividuata. Ponendo S t P=b ì S t Q=c t , se riguardiamo il cerchio 
C®) appartenente al sistema 2, a cui appartiene il triangolo S t PQ y 
abbiamo che, nell'omologia considerata, ai fasci di raggi pro- 
jettivi che si ottengono projettando da S e da 5* i punti di C& 




Fig. 75. 
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corrispondono nel sistema £', a cui appartiene il triangolo ffPQ, 
rispettivamente i fasci proiettivi di raggi aventi i centri nei punti 
5 ed S', nei quali fasci sono corrispondenti le coppie di raggi 
a, a'; b> b'; c s c'; dunque (vedi pag. 48) ai fasci nominati del 
sistema 2 corrispondono in 2/ i due fasci projettivi dati: epperó 
ad ogni punto di C<" corrisponde un punto di CO; e con ciò e 
dimostrata la prima parte del teorema enunciato. 

Siano, in secondo luogo, s ed s' le rette del piano su cui 
stanno le due punteggiate projettive date: ponendo ss' = A', al 
punto A' della retta s', corrisponderà in s un punto A, essen- 
zialmente diverso da A'. Siano poi B, C altri due punti di s 
(fig. 76) e B', C i loro corrispondenti in s'. Pongasi BB' = p', 
CO = q'; e allora saranno p', q', s, ed s' elementi dell'inviluppo 
C, l *> delle congiungenti i punti corrispondenti delle due pun- 
teggiate projettive date. Conduciamo ora un cerchio CW tangente 
in A alla retta s; e siano p, q, s t le tangenti condotte a Ci*> ri- 
spettivamente da B, C, A 1 . 




I triangoli; pqs t ; p'q's' sono omologici, ed 5 t l'asse del- 
l'omologia da essi individuata. Correlativamente a quanto ab- 
biamo osservato precedentemente, se riguardiamo C<*> apparte- 
nente al sistema 2 a cui appartiene il triangolo pqs„ risulta 
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subito che ponendo s t p = B v s A q = C„ alle due punteggiate 
ABC, A'B X C X del sistema 2 corrispondono in 2' le due pun- 
teggiate ABC, A'B'C 9 : dunque, pel teorema già citato preceden- 
temente, ad ogni tangente del cerchio CW corrisponde una retta 
dell'inviluppo CJ&: quindi il teorema è completamente dimo- 
strato. 

9. Si può di qui venire ad una distinzione delle coniche, in 
riguardo ai loro punti all'infinito, quando esse vengono prodotte 
come figure omologiche di un cerchio C( 2 >. Imperocché la retta 
limite r (vedi pag. no) del sistema 2 a cui appartiene il cerchio 
C&\ può tagliare il cerchio CW in due punti distinti; oppure 
coincidenti, cioè può toccare il cerchio CW; finalmente r può non 
tagliare il cerchio stesso. 

Nel primo caso la conica C'P), figura omologica di C&\ ha due 
punti distinti all'infinito. Essa dicesi iperbole, e le rette corrispon- 
denti alle tangenti di C (8 > nei punti della retta r sono le tangenti 
dell 3 iperbole nei punti all'infinito, che diconsi assintoti (fig. 77). 




Pig. 77. 



Nel 2.0 caso la conica è toccata dalla retta all'infinito, cioè 
ha due punti coincidenti all'infinito. Essa dicesi parabola (fig. 78). 
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Finalmente nel 3. caso la conica ha tutti i suoi punti al fi- 
nito, cioè non è tagliata né toccata dalla retta all'infinito e di- 
cesi ellisse (fig. 79). 

Il cerchio è poi un caso particolare dell'ellisse quando i due 
fasci projettivi generatori della conica sono eguali direttamente, 
cioè quando, l' un fascio può essere sovrapposto all' altro senza 




Fig. 78. 

immaginarne capovolto il piano. Poiché, come si è già avvertito 
a pag. 57, projettando da due punti fìssi un punto variabile del 
cerchio si ottengono due fasci direttamente eguali, così viceversa, 
due fasci direttamente eguali dati in un piano producono un cer- 
chio. Ed invero nei fasci così dati, l'angolo di due raggi corri- 
spondenti è sempre il medesimo, cosicché il cerchio condotto 
per i centri dei due fasci e per un punto, intersezione di due 
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raggi corrispondenti, contiene necessariamente anche i punti di 
intersezione delle varie altre coppie di raggi corrispondenti. 

Poiché una conica qualunque è la figura omologica di un 
cerchio, cosi ne segue che i teoremi dati a pag. 49 sul cerchio 
si traducono nei due teoremi fondamentali dati a pag. 123 sulle 
coniche. Cioè lo studio delle coniche si può iniziare consideran- 
dole come figure omologiche di un cerchio; ed in generale le 




Plg. W. 

proprietà delle coniche che si ottengono coli' omologia da quelle 
del cerchio, sono proprietà che si derivano da quelle del cerchio 
stesso con un numero finito di operazioni e viceversa con un nu- 
mero finito di operazioni si trasformano di nuovo le proprietà 
nominate delle coniche in quelle del cerchio; perchè dati due 
sistemi 2, 2' omologici si passa dall'uno all' altro con un numero 
finito di operazioni (vedi pag. 107). 
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Le proprietà che in due figure si trasformano le une nelle 
altre con un numero finito di operazioni della Geometria proiet- 
tiva si diranno proprietà proiettive delle figure stesse; cosi i teo- 
remi di Pascal e di Brianchon danno proprietà projettive delle 
coniche, ecc. 



§ 2. Teoremi specia/f sui quadrangoli, quadrilateri e sui triangoli 
inscritti e circoscritti ad una conica» 



1. Se un quadrangolo com~ 
pleto è inscritto in una conica, 
una retta arbitraria del piano 
sega le coppie di lati opposti del 
quadrangolo e la conica in coppie 
di punti conjugati di una stessa 
involuzione. 



Infatti (a sinistra) (fig. 80) 
scritto alla conica data e la retta 



Se un quadrilatero completo 
t circoscritto ad una conica, al- 
lora le coppie di vertici opposti 
vengono progettate da un punto 
arbitrario del piano con coppie 
di raggi conjugati in una stessa 
involuzione colla coppia di tan- 
gytti condotte dal punto alla co- 
nica. 

sia LMNP un quadrangolo in- 
u del piano seghi la conica nei 




Fig. 80. 



punti A, A 9 ; e le coppie LP, MN; MP, LN; PN, LM di lati 
opposti del quadrangolo rispettivamente nelle coppie BE', CC\ 
DD di punti; i quali ultimi saranno (vedi pag. 67) coppie di 
punti conjugati in una stessa involuzione determinata da due 
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qualunque delle coppie stesse. Ora projettando da I e da M i 
quattro punti A y A\ P, N sulla retta u si otterranno due punteg- 
giate projettive, e si avrà: 

AA'BO A AAPCff A J'AB'C 

dunque A, A 1 ; 5, B f ; C, C sono coppie di punti conjugati di una 
stessa involuzione, il che dimostra evidentemente il teorema a 
sinistra di Desargues. Seguendo il principio di dualità del piano 
si dimostrerà il teorema correlativo a destra. 



2. Se due dei vertici del 
quadrangolo inscritto sono in- 
finitamente vicini avremo un 
triangolo inscritto in una co- 
nica e la tangente in un ver- 
tice, quindi sia anche diretta- 
mente, sia come caso limite del 
teorema di Desargues, avrenjp 
il seguente: 

Se un triangolo è inscritto in 
una conica due lati del trian- 
golo, il lato rimanente e la tan- 
gente al vertice opposto, sono ta- 
gliati da una retta in coppie di 
punti conjugati in un'involu- 
zione, in cui pure sono conjugati 
i punti ove la retta sega la co- 
nica. 

Se di nuovo altri due ver- 
tici del quadrangolo inscritto ven- 
gono a coincidere, sicché si ab- 
biano due punti A, B di una co- 
nica e le tangenti in essi, il 
teorema di Desargues si traduce 
nel seguente: 

La coppia di punti in cui 
una retta taglia due tangenti di 
una conica e quella in cui la retta 



Se due lati del quadrilatero 
circoscritto sono infinitamente 
poco differenti avremo un trian- 
golo circoscritto alla conica e 
il punto di contatto di un lato; 
e, sia direttamente, oppure come 
caso limite del teorema prece- 
dente, avremo il seguente: 

Se un trilatero è circoscritto 
ad una conica, due vertici del 
trilatero, il vertice rimanente e 
il punto di contatto del lato op- 
posto sono projettati da un punto 
del piano con coppie di raggi 
conjugati di un' involuzione, in 
cui sono pure conjugati le tan- 
genti condotte da quel punto alla 
conica. 

Se di nuovo altri due lati 
del quadrilatero circoscritto ven- 
gono a coincidere sicché si ab- 
biano due tangenti della conica 
e i punti di contatto di esse, 
il teorema correlativo di quello 
di Desargues si traduce nel se- 
guente : 

La coppia di rette che da un 
punto projettano due punti della 
conica; e la coppia di tangenti 
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stessa taglia la conica, sono cop- 
pie di punti coniugati in un'in- 
voluzione di cui un elemento dop- 
pio è il punto ove la retta sega 
la congiungente i punti di contatto 
delle due tangenti. 



condotte dal punto stesso alla co- 
nica sono due coppie di raggi 
conjugati in un'involuzione di 
cui la retta che projetta dal punto 
preso il punto d'incontro delle 
tangenti alla conica nei punti dati 



ne è un raggio doppio. 
1 II teorema di Desargues il suo correlativo e i casi limiti del 
teorema stesso servono a risolvere sulle coniche gli stessi problemi 
che si risolvono coi teoremi di Pascal e Brianchon e loro casi 
limiti. Stante la facilità delle nominate applicazioni del teorema 
di Desargues le lasciamo per esercizio agli studiosi. 



3. Sono infinite le coniche 
circoscritte ad uno stesso qua- 
drangolo del piano. Per ogni 
punto del piano passa in ge- 
nerale una ed una sola delle 
dette coniche, che si può co- 
struire per punti o col mezzo 
del teorema di Pascal o con 
quello di Desargues. Tutte le 
coniche circoscritte ad uno stesso 
quadrangolo ABCD si diranno 
costituire in fascio [AB CD] di 
coniche, e i vertici del qua- 
drangolo si diranno i punti basi 
del fascio. Al fascio apparten- 
gono adunque le tre coniche de- 
generi formate dalle tre coppie 
di lati opposti del quadrangolo. 



Sono infiniti gli inviluppi di 
2.» classe che hanno in comune 
i lati di un quadrilatero. Ogni 
retta del piano determina in ge- 
nerale uno ed uno solo di tali 
inviluppi, che si sa costruire per 
mezzo del teorema di Brianchon 
o del correlativo di Desargues. 
Tutti gli inviluppi di 2. a classe 
che contengono un solo qua- 
drilatero abcd si devono for- 
mare un fascio [abcd] di invi- 
luppi e i lati a, b, c> d del qua- 
drilatero si dicono le rette basi 
del fascio. Al fascio apparten- 
gono tre inviluppi degeneri for- 
mati dalle tre coppie di vertici 
opposti del quadrilatero base. 



Avuto riguardo che un'involuzione è determinata da due coppie 
di elementi conjugati risultano subito dal teorema di Desargues 
e correlativo i seguenti: 



Le coniche del fascio [ABCD] 
sono tagliate da una retta t in 
coppie di punti conjugati di una 
stessa involuzione; e le coniche 
del fascio passanti per i punti 



Gli inviluppi di 2. a classe del 
fascio [abcd] con un punto arbi- 
trario T del piano determinano 
coppie di rette coniugate di una 
stessa involuzione; e gli invi- 
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doppi dell'involuzione, se è iper- 
bolica, sono coniche tangenti in 
quei punti alla trasversale t. 

Quindi: 

Vi sono al più due coniche 
che, essendo circoscritte ad uno 
stesso quadrangolo, toccano una 
retta data del piano. 

Il problema della determi- 
nazione di una conica che, pas- 
sando per quattrop unti dati, 
tocchi altresì una retta data ha 
dunque in generale due solu- 
zioni. 

È bene poi osservare altresì 
che il teorema precedente dà il 
modo di costruire quante si vo- 
gliono coniche del fascio [AB CD] 
senza servirsi dei punti basi, 
quando siano date due coniche 
del fascio stesso. 



luppi determinati dai raggi doppi 
dell'involuzione hanno il punto 
T per punto di contatto dei raggi 
doppi stessi. 

Quindi: 

Esistono al più 2 coniche che 
toccano i lati di un dato quadri- 
latero e passano per un punto 
dato del piano. 

Il problema della determina- 
zione di una conica che, toccando 
quattro rette date, passi altresì 
per un punto dato ha dunque 
in generale due soluzioni. 

È bene poi osservare da ul- 
timo che il teorema precedente 
dà il modo di costruire quanti 
si vogliono inviluppi del fascio 
[abcd] 9 senza l'intervento delle 
rette basi a 9 b 9 e, d quando siano 
dati due inviluppi del fascio. 



4. Supponiamo che i lati BC 9 CA 9 AB del triangolo ABC 
preso nel piano di una conica seghino rispettivamente la conica 
nelle coppie LL! 9 MM 9 9 NN 9 di punti, dico allora che fra i 
segmenti determinati dai vertici e da quei punti esisterà la re- 
lazione : 



(I) 



BL . BL' CM . CM' AN.AN' 
CL.CL 1 ' AM . AM' ' BN . BN' ~ If 



dovuta a CarnoU 

Infatti la trasversale NL 9 sega i lati BC 9 CA 9 AB dei trian- 
golo ABC nei punti 1/, M" 9 N e la N 9 L li sega nei punti L 9 M w 9 N f ; 
per il teorema di Menelao si avrà: 



00 



BL' . CM'' . AN 
CU . AM" . BN 

BL . CM"' . AN 
CL . AM"' . BN' 



= 1 
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Per il teorema di Desargues, applicato al quadrangolo inscritto 
NbN'L, si avrà 

(ACMM«) = (CAM'M"') = (ACM'"M') ; 

da cui si trae 

, CM" . CM'" _ CM.CM' 
O AM" . AM»' ~ AM . AMi ' 

Le (a) moltiplicate membro a membro, tenuto conto della (i), 
danno immediatamente la relazione (I) di Carnot. 

Reciprocamente: Dato un triangolo ABC se sui lati BC, CA, 
AB del triangolo assumiamo tre coppie L, L'; M, M'; N, N' di 
punti tali che fra i segmenti determinati da essi e dai vertici del 
triangolo abbia luogo la relazione (i) i sei punti appartengono ad 
una conica. 

Infatti per i cinque punti Z,, L t M y M 9 N si immagini la co- 
nica da essi determinata; e sia N t il punto ove il lato AB del 
triangolo la sega ulteriormente. 

Per il teorema di Carnot avremo adunque 

BL . BV CM . CM' AN . AN f _ 
aTTO? ' AM . AM 1 ' BN . BN t ~ lm 

Avuto poi riguardo alla (i) dovrà essere: 

AN 1 AN, 
BNf ~ BN, ; 

quindi necessariamente N\ N, coincidono in un sol punto, ed è 
dimostrato cosi quanto si voleva. 

5. Da due punti S, S' sul piano projettiamo i vertici ABC di 
un triangolo del piano stesso sui lati rispettivamente opposti ad 
ottenere per projezioni le coppie -4^/, B^Bf , QC 1 , di punti. 
Pel teorema di Ceva avremo: 

BAj CB, AC, 
CA/ABi'BC, ~ ~ X 

BA/ CB\ AC, 

CA 1 ,' AB',' BO, -*" — 1 

che moltiplicate membro a membro danno le relazioni (i) di 
Carnot cioè: 

AtCHisBi Otomtlria projtttiva. 10 



I46 GEOMETRIA PROJETTIVA. 

Projettando da due punti arbitrari del piano i vertici di un 
triangolo di esso sui lati opposti, si ottengono sei punti situati in 
una conica. 

6. Come caso particolare del teorema di Carnot si ha quello 
di Newton cioè: Se nel piano di una conica si conducono per un 
punto qualunque due rette parallele a due direzioni fisse, il rapporto 
del prodotto dei segmenti che la curva determina sopra queste rette, 
a partire dal loro punto comune, è costante. 

Infatti supponiamo che uno dei vertici del triangolo ABC, 
p. es. il vertice A, vadi a distanza infinita, ossia le rette BN, CM 
siano parallele. Tenendo le stesse notazioni, avremo: 

BL. CM' _ BL.CM'" _ 
CL'.BN —I CL . BN' ~ I# 

Ed osservando che C è il punto centrale dell'involuzione 
[MM!, M''M"'] si avrà: 

CM" . CM" 1 = CM.CM'; 

quindi moltiplicando membro a membro le prime ed avendo ri- 
guardo all'ultima si ottiene: 

BL . BV CM. CM 1 _ 
CL. CL 1 ' BN.BN' ~ lm 

Conducendo ora una parallela qualunque a BC a tagliare la 
conica nei punti P, P e la CM nel punto D, applicando la for- 
inola ultima, avremo: 

DM. DM ' CL . CL' _ 
CM. CM' - DP . DPi = *' 

Moltiplicando membro a membro si avrà: 

BL . BL' DP . DP' 



(II) 



BN .BN> ~ DM. DM 1 



relazione che dimostra l'enunciato teorema di Newton, perchè dai 
punti B, D qualsivogliano del piano si sono condotte coppie di 
rette parallele a due direzioni fìsse a segare la conica nelle coppie 
LL', NN 1 ; PP', MM' di punti. 
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7. Il teorema correlativo in un certo senso, a quello di Carnot 
è quello contenuto nella relazione: 

,jljx sen (ci) sen (ci 1 ) sen (am) . sen (am 1 ) sen (bn) . sen (&»') 

sen (bl) sen (W) ' sen (cm) sen (cm') * sen (an) . sen (a»') ^ 

ove a, i, e sono i lati di un triangolo preso nel piano della co- 
nica ed /, /'; m 9 m f ; n 9 n' sono le coppie di tangenti alla co- 
nica uscenti dai vertici bc, ca y ab del trilatero abc 9 e con (ci) (ci 1 )... 
si indica al solito uno degli angoli delle coppie ci, cV... di rette. 
Per dimostrare la relazione scritta basta osservare che se 
siano V 9 m n y n; ed /, m'" y n l i raggi che dai punti n1! 9 n'/projet- 
tano rispettivamente i vertici bc, ca y ab del trilatero abc 9 e se 
inoltre indichiamo sempre con a, b 9 e le rette uscenti da nl\ e 
da n f l parallele rispettivamente ai lati a> b 9 e del triangolo abe, 
avremo che al\ bm" 9 cn; al, btn", cn saranno coppie di raggi 
conjugati in una determinata involuzione; perchè questi raggi pro- 
iettano da M 9 n'I V involuzione di punti in cui la retta all'infinito 
sega i lati dei quadrangoli [bc 9 ca 9 ab 9 ni 1 ] [bc 9 ca 9 ab, n'l] 9 ep- 
però si avrà: 



sen (am 11 ) . sen (bn) . sen (ci 9 ) 
sen (l'b) . sen (m"c) . sen (na) 






sen (am m ) . sen](bn) . sen (ci) 

sen(lb) . sen (tn n, c) . sen (n'a) 

Ma per il correlativo del teorema di Desargues applicato al 
quadrilatero nl'n'l si avrà: 

sen am 1 ') . sen (am m ) stn(am') . sen(aw') 
sen (cm 11 ) . sen(cm ni ) sen (cm) . sen (cm 1 ) 

Moltiplicando le prime due, membro a membro, avuto ri- 
guardo all' ultima, si ottiene subito la relazione richiesta (III). 

Come abbiamo fatto precedentemente, risulta reciprocamente 
che sei rette IV 9 miti \ nri y i cui angoli coi lati di un triangolo 
arbitrario soddisfano alla relazione (III), toccano una stessa co- 
nica. In altri termini la (III) rappresenta una relazione trigo- 
nometrica che dà la condizione perchè sei rette, riferite ad un 
triangolo arbitrario del piano, toccano una stessa conica. Si può 
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dedurre egualmente il teorema correlativo del n.° 6; e cosi la 
relazione trigonometrica analoga alla (II), ecc. 

8. Dal teorema di Desargues (0 si può dedurre pure il teo- 
rema seguente dovuto a Pappo: 

Se un quadrilatero semplice è inscritto in una conica, il prodotto 
delle distante di ciascun punto delle linee a due lati opposti del 
quadrilatero è in un rapporto costante col prodotto delle distante 
dello stesso punto agli altri due lati opposti. 

Il teorema di Pappo si può però provare anche direttamente 
nel seguente modo dovuto a Chasles (*). Sia AB CD il quadrilatero 
semplice inscritto e sia M un punto corrente della conica ed E 
un punto fisso di essa. Ponendo AM = m> AB = a, AD = b, 
AE = c 9 CM = m\ CB = a', CD = b\ CE = e' avremo 



sen (ac) sen (am) sen (a e) sen (a'm') 
sen (bc) " sen (bm) sen (b'c 1 ) " sen (l/m!) 

per essere projettivi i fasci A (BDEM), C (BDEM). Quindi 

sen (am) sen (b'm r ) 

^ ^ sen (bm) sen (a'm 1 ) ' 

ove K è una quantità costante al variare del punto M e quindi 
del raggio m. Se indichiamo con £, $ le distanze di M dai lati 
AB, AD; e con 3 n # ì le distanze di M dai lati CD, CB essendo 

sen (am) & sen (bm!) 3, 
sen (bm) 9 sen (a'm 1 ) S f 

l'ultima eguaglianza (a) si traduce nel teorema enunciato. 

9. Dal teorema correlativo di quello di Desargues si può de- 
rivare il seguente (3), che si può dimostrare direttamente col me- 
todo di Chasles (4) \ 

Se un quadrilatero semplice è circoscritto ad una conica, il pro- 
dotto delle distante di una tangente qualunque a due vertici opposti, 
sta al prodotto delle distante di quelle tangenti agli altri due ver- 
tici opposti in un rapporto costante. 



(1) Vedi Cremona, Geometria projettiva, pag. 100 e seguenti. 

(2) Chasles, Traiti des setfons coniques, pag. io. 

(3) Cremona, /. e. pag. 101. 

(4) Chasles, L e. pag. 24. 



GEOMETRIA PROJETTIVA. 149 

Infatti sia ABB'A' il quadrilatero circoscritto e siano Af, Af' 
i punti in cui la tangente corrente tn sega i lati opposti AB, A'B 1 , 
come precedentemente, immaginando una quinta tangente fissa, 
per il teorema fondamentale a pag. 123, si avrà: 

AM . B'M' 
BM . AM 1 ~ K 

ove K è una quantità costante al variare della tangente m 9 ossia 
dei punti Af, M'. Chiamando ora con d, tf le distanze della tan- 
gente m ai vertici A, B e con 3 n £', quelle dai vertici B\ A, 
avremo subito: 

AM _ i B'M' _ i, 

BM~T 9 AM» ~ ? t ; 

le quali per l'ultima relazione data, dimostrano il teorema. 

10. In sostanza i due teoremi fondamentali dati a pag. 123 
sulle coniche, sono quelli da cui dipendono tutti gli altri teoremi 
di posizione e metrici. Così derivano dai teoremi suddetti imme- 
diatamente i seguenti fra loro correlativi nel piano: 



/ sei vertici di due triangoli 
circoscritti ad una conica sono in 
generale sopra un'altra conica. 



Isei lati di due triangoli inscritti 
in una stessa conica sono in gene- 
rale tangenti ad un'altra conica. 



Infatti (a sinistra) siano AB C, DEF due triangoli circoscritti 
ad una stessa conica; il lato AB sia tagliato dai lati DE, EF nei 
punti H, K e il lato D sia tagliato dai lati AE, BO nei punti L, M 
avremo: 

E (ADFB) A AHKB 

C (ADFB) A LDFM 

e pel teorema della pagina sunnominata si avrà subito: 

E(ADFB) /\ C(ADFB); 

il che dimostra quanto si voleva. Correlativamente si dimostra 
il teorema a destra. 

11. Possiamo anche dire: 



Se una conica contiene cinque 
dei vertici di due triangoli cir- 
coscritti ad urCaltra conica con- 
tiene anche il sesto. 



Se una conica tocca cinque dei 
lati di due triangoli inscritti in 
una stessa conica tocca anche il 
lato rimanente. 
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Oppure: 

Se esiste un triangolo che essendo inscritto in una conica sia 
circoscritto ad un' altra, di questi triangoli ne esistono in generale 
infiniti. 

Infatti la conica a cui si è inscritto il triangolo contenga un 
punto P esterno all' altra conica, allora di tali punti ne conterrà 
necessariamente infiniti. Se da uno P di questi punti immaginiamo 
le tangenti all'altra conica queste segheranno di nuovo la prima 
nei punti P,,P a . Ora dal punto P x partirà un'altra tangente alla 
conica che segherà la rimanente PP % uscente da P in un punto P ì r 
Ma allora la prima conica contiene cinque dei vertici di due 
triangoli circoscritti alla seconda, deve dunque contenere anche 
il sesto vertice P* 9 , epperò P\ deve coincidere con P a ; e PP X P % 
sarà un triangolo che essendo inscritto nella prima conica è 
circoscritta alla 2. a e. d. d. e. 

% 3. Del sistema polare rispetto ad una conica* 

1. Si sa dalla Geometria elementare che un cerchio del piano 
divide il piano in due regioni, delle quali una (quella finita) è 
composta di tutti punti da ciascuno dei quali non si possono 
condurre tangenti alla circonferenza e che perciò li diremo punti 
interni; e l'altra (illimitata) è composta di punti da ciascuno dei 
quali partono due tangenti al cerchio; e questi punti diconsi 
perciò esterni: 

Brevemente adunque un cerchio divide il piano in due re- 
gioni: regione di punti interni e di punti esterni. Estendendo la 
definizione data di punti interni e punti esterni nel caso che il 
cerchio sia una conica qualunque possiamo dire: 

Una conica qualunque divide il piano in due regioni: una di 
punti interni alla linea; V altra di punti esterni; e non si pub 
passare da un punto delVuna regione ad uno dell'altra sen^a at- 
traversare la linea. 

Questa proprietà nasce dall' osservare che ogni conica è la 
figura omologica di un cerchio, ma si può anche dedurre diret- 
tamente nel seguente modo: 

Chiamasi adunque punto esterno ad una conica ogni punto da 
cui si possa condurre due tangenti alla linea; e punto interno ogni 
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punto da cui non parte alcuna tangente. Ogni punto di una tan- 
gente è dunque un punto esterno alla conica, soltanto il punto 
di contatto è un punto della linea. 

Sia t una retta del piano della conica, tagliata dalla conica 
stessa in due punti A> B. Se immaginiamo che da A partono 
due punti che, movendosi sulla conica in due direzioni differenti, 
vengano in B e simultaneamente con essi si mova la relativa tan- 
gente, allora il punto in cui o 1' una o l'altra delle tangenti sega 
la retta t descriverà uno dei segmenti di retta t che ha V origine 
in A e T estremo in B e il segmento descritto sarà composto 
adunque di punti esterni alla conica; e quindi l'altro segmento 
complementare del primo si comporrà di punti interni; gli estremi 
A y B dei due segmenti limitano adunque la parte esterna e la parte 
interna "della retta t; e non si può andare dall' una all' altra parte 
della retta senza incontrare un punto della conica. 

Se poi la retta / non segasse la conica allora senza alcuna 
eccezione tutti i punti della retta sono evidentemente esterni 
perchè ciascuna tangente della conica sega la retta in un punto 
da cui parte necessariamente un' altra tangente alla conica; e 
quando la tangente si muove a descrivere il sistema dalle tan- 
genti alla conica il punto d' incontro alla retta t descrive la retta 
stessa t. Dunque si può sempre descrivere un segmento termi- 
nato da due punti esterni o interni senza attraversare la conica; 
ossia: due punti esterni e due punti interni non sono mai sepa- 
rati dalla conica; e non si può passare 
quindi da un punto esterno ad un'in- 
terno o viceversa, senza attraversare in 
un punto la conica. 

2. Sia P un punto esterno ad una co- 
nica (fig. 81) e siano A> B i punti di 
contatto delle tangenti condotte da P. 
La retta AB venga tagliata da una tra- 
sversale condotta per P nel punto M 
e la trasversale stessa seghi la conica 
nei punti E> F. Conducendo le tangenti 
in £", F il quadrangolo semplice MNQL 
circoscritto alla conica ha le sue diagonali MQ 9 NL che dovranno 
' tagliarsi in M; quindi la forma PMEF è armonica, e seguono su- 
bito i seguenti teoremi correlativi nel piano: 
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Un punto P esterno ad una 
conica e la retta AB che unisce 
i punti di contatto delle tangenti 
condotte dal punto stesso, sono di- 
visi armonicamente da ogni coppia 
di punti ove una trasversale con- 
dotta da P sega la conica. 

3. Sia data una conica nel 
piano (fig. 82) e sia P un punto 



Una retta che seghi in due 
punti una conica e il punto di 
incontro delle tangenti nei delti 
punti sono divisi armonicamente 
da ogni coppia di tangenti con- 
dotte alla conica dai punti esterni 
della retta. 

Sia data nel piano una co- 
nica (fig. 83) e sia p' = HK 

t 




Fig. 82. 




Fig 83 



del piano non appartenente alla 
conica stessa. Conduciamo da P 
due rette ad arbitrio a segare 



una retta qualunque del piano 
non tangente alla conica. Con- 
duciamo da due punti//, jBT della' 
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le coppie AB, CD di punti. I 
punti AB CD sono vertici di 
un quadrangolo completo di cui 
P è un punto diagonale e gli 
altri due punti diagonali £, F 
sono uniti da una retta p' = EF> 
che col punto P separa quindi 
armonicamente le coppie di punti 
in cui le trasversali condotte 
da P segano la conica. D' altra 
parte la retta p f e anche quella 
che unisce i punti diagonali E y F 
dei quadrilateri semplici ADCB 
che essendo inscritti alla conica 
hanno le coppie di vertici op- 
posti allineate con P; e in quella 
retta p' si segano le coppie di 
tangenti nei vertici opposti stessi. 



Segue subito che la retta 
p' è determinata in modo unico 
da una sola delle trasversali con- 
dotte da P a tagliare la conica. 
Dicendo p' la retta polare del 
punto dato P> rispetto alla co- 
nica risulta subito che: 

Ogni punto P del piano non 
appartenente alla conica data in 
tsso,ha,determinatainmodo unico, 
la sua retta polare p' colle se- 
guenti costruzioni: 

a) p' t la retta che contiene 
i confugati armonici di P rispetto 
alle coppie di punti in cui le tra- 
sversali condotte da P segano la 
conica. 



retta p ! esterni alla conica le 
coppie di tangenti. Queste deter- 
mineranno un quadrilatero com- 
pleto di cui la retta data p 1 è 
una diagonale e le altre due dia- 
gonali si taglieranno in un punto 
P che colla retta data p' separa 
armonicamente le coppie di tan- 
genti condotte dai punti esterni 
di p' alla conica. D'altra parte 
nel punto P si tagliano le diago- 
nali del quadrilatero semplice 
circoscritto alla conica ed avente 
per coppie di lati opposti le 
coppie di tangenti condotte alla 
conica dai punti H, K della retta 
p'; e in quel punto si tagliano 
anche le rette che uniscono le 
coppie di punti di contatto di 
lati opposti del quadrilatero sem- 
plice nominato. 

Segue subito che il punto P 
è determinato in modo unico 
da una sola coppia di tangenti 
condotte alla conica da un punto 
della retta p f . Chiamando poi il 
punto P polo della retta data p 
rispetto alla conica, risulta su- 
bito: 

Ogni retta p' del piano non 
tangente alla conica determina in 
modo unico il suo polo P colle 
seguenti costruzioni : 

a 1 ) P t il punto ove si ta- 
gliano i raggi coniugati armo- 
nici di p' rispetto alle coppie di 
tangenti condotte alla conica dai 
punti esterni della retta data p f . 
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b) p' è la retta che contiene 
i punti diagonali dei quadrilateri 
semplici inscritti alla conica ed 
aventi le coppie- di vertici opposti 
allineate con P. 



e) p' è la retta in cui si ta- 
gliano le coppie di tangenti alla 
conica nelle coppie di punti ove 
le trasversali condotte da P se- 
gano la conica. 

Se P è esterno alla conica 
per il teorema del n.° 2 segue : 

d) La retta polare di un 
punto esterno t la congiungente i 
punti di contatto delle tangenti 
che partono dal punto stesso. 



b') P è il punto ove si tagliano 
le diagonali dei quadrilateri sem- 
plici circoscritti alla conica ed 
avendo per coppie di lati opposti 
le coppie di tangenti alla conica 
condotte dai punti della retta 
data p'. 

e 1 ) P è il punto ove si ta- 
gliano le rette che uniscono i punti 
di contatto delle coppie di tan- 
genti alla conica condotte dai 
punti della retta data p'. 

Se p f è una retta che seghi 
in due punti la conica risulta: 
d ; ) II polo di una retta che 
seghi in due punti la conica è il 
punto ove si tagliano le tangenti 
nei punti stessi comuni alla retta 
ed alla conica. 

Quando la retta p 1 è tan- 
gente alla conica le costruzioni 
a f ), V) non possono aver luogo e 
la costruzione e?) del polo di p 
dice: 

Il polo di una tangente è il 
relativo punto di contatto. 



Quando il punto P giace 
sulla conica le costruzioni a), b) 
non possono aver luogo e la 
costruzione e) della polare dice : 

La polare di un punto della 
conica t la tangente in quel punto 
alla conica stessa. 

In tutti i casi è chiaro che : 

Se p' è la polare di un punto P viceversa P è il polo della 
retta p r . 

4. Data adunque nel piano una conica C&* è determinata fra 
gli elementi del piano una corrispondenza univoca per la quale 
ad un punto P del piano viene a corrispondere in modo unico 
una retta p 1 che è la polare del punto; e viceversa a quella retta 
p 9 del piano corrisponde il punto P polo della retta. Se il punto 
P giace in una retta m la sua retta corrispondente p\ ossia la 
sua polare, passa per il polo M f di m. Infatti se P è esterno alla 
conica allora per la definizione d) della polare di un punto esterno 
e per la definizione d) di polo risulta che la polare p f di p dovrà 
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passare per M f . Se poi P è interno alla conica allora la retta m 
dovrà necessariamente segare la conica in due punti ; e quindi 
per la definizione a) di retta polare e per la d 1 ) di polo di una 
retta che sega la conica, risulta che la polare di P passa per M' . 
Segue da ciò che due figure corrispondenti col principio di corri- 
spondenza dato ora con una conica, sono due figure legate fra 
loro dalle stesse relazioni di due figure correlative del piano; 
dunque il principio di corrispondenza stesso dà adunque una spe- 
ciale legge di costruzione mediante la quale resta di nuovo dimo- 
strato il principio di dualità nel piano. 

Per brevità chiameremo Sistema polare di una conica C<® il 
sistema formato da ogni punto del piano a cui sia coordinata la 
sua retta polare. La conica C^ è detta la direttrice del sistema 
polare ed è il luogo dei punti per ciascuno dei quali passa la ri- 
spettiva retta polare; oppure: l'inviluppo delle rette in ciascuna 
delle quali giace il relativo polo. 

Due figure corrispondenti nel sistema polare di una conica si 
diranno figure polari reciproche rispetto alla conica stessa } quindi: 

La figura polare reciproca di una forma armonica è una forma 
pure armonica. 

La figura polare reciproca di una forma fondamentale di i. a specie 
è una forma analoga projettiva alla prima e nelle due forme projet- 
Uve sono corrispondenti fra loro due elementi polari Vuno dell'altro. 

Quindi: 

La figura polare reciproca di una conica Q 2 ) del piano rispetto 
ad un'altra conica C® del piano stesso è una nuova conica CW nei 
suoi due modi di determinazione: cioè i punti di C/ 2) hanno per 
polari le tangenti di Q 2 ) viceversa i punti di CJ® hanno per po- 
lari le tangenti di Q 2 >. 



5. Se la polare di un punto 
P rispetto ad una conica C<® 
passa per F, viceversa la po- 
lare di P 9 passa per P. I punti 
P, F diconsi perciò poli armo- 
nici o poli coniugati rispetto 
alla conica C^\ 



Se il polo di una retta p è 
situato sopra una retta p\ vice- 
versa il polo di p 1 è situato 
su p. Le rette p, p 1 diconsi 
perciò raggi armonici o conju- 
gati rispetto alla conica C (2 > di- 
rettrice del sistema polare. 



Ogni punto ed ogni tangente della conica essendo elementi' 
conjugati a se stessi, segue immediatamente: 
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a) Ogni punto P di una retta 
p del piano di una conica ha, de- 
terminato in modo unico, il suo 
polo armonico giacente sulla retta 
stessa; e le coppie di poli armonici 
giacenti sopra una stessa, retta for- 
mano le coppie di elementi conju- 
gati di una stessa involuzione, la 
quale è iperbolica, elittica o 
parabolica, secondochh la retta p 
taglia in due punti o non taglia, 
o è tangente alla conica. 



a f ) Ogni raggio di un fa- 
scio P del piano ha, determinato 
in modo unico, il suo raggio 
conjugato appartenente al fascio 
stesso; e le coppie di raggi ar- 
monici appartenenti ad un fascio 
P sono coppie di raggi conjugati 
in una stessa involuzione, la 
quale è iperbolica, elittica o 
parabolica secondo che il punto 
P è esterno, oppure interno, op- 
pure giace sulla conica. 



Di due punti conjugati di un'involuzione iperbolica di poli 
armonici, uno è interno, l'altro è esterno alla conica. Di due rette 
conjugate di un'involuzione analoga una sega la conica, l'altra 
non la sega. 

Si ha ancora: 

Le rette conjugate ai raggi 
di un fascio U passanti per un 
altro punto fisso V formano un 
fascio proiettivo al primo essendo 
corrispondenti nei due fasci due 
rette conjugate. 



I punti conjugati a quelli di 
una retta u giacenti sopra un* al- 
tra retta v formano una punteg- 
giata projettiva alla prima u; 
essendo corrispondenti due punti 
conjugati. 

Infatti (a sinistra) il fascio U è projettivo alla punteggiata 
polare dei suoi raggi; e quest'ultima è prospettiva al fascio di 
centro V, dunque ecc. 



6. Due poli armonici A, B e 
il polo C della retta AB che li 
unisce determinano un triangolo 
ABC in cui ciascun vertice ha 
per retta polare il lato opposto. 



Due rette conjugate a, b e 
la polare e del loro punto comune 
ab determinano un trilatero abe 
di cui ciascun lato ha per polo 
il vertice opposto. 



Il triangolo ABC od il trilatero abe si dicono polari o conju- 
gati rispetto alla conica. In ciascun triangolo polare rispetto ad 
una conica un vertice è interno e gli altri due sono esterni; e 
quindi due lati tagliano la conica ed una non la taglia; ed ha 
luogo il teorema: 

Due triangoli polari hanno i loro vertici in generale sopra una 
conica e quindi i loro lati sono tangenti alla conica polare reciproca 
della prima. 
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Siano infatti ABC, DEF due triangoli polari e siano HK i 
punti ove i lati AC AB segano FÉ avremo: 

D (CBFE) A KHEF A HKFE A A (CBFE) 

il che prova appunto che i sei vertici dei due triangoli sono in 
generale sopra una conica. 
Possiamo anche dire: 



La conica che passa per cinque 
dei vertici di due triangoli po- 
lari deve passare anche pel sesto. 



La conica che tocca cinque dei 
lati di due triangoli polari tocca 
necessariamente anche il sesto. 



7. Due triangoli polari rispetto ad una stessa conica determi- 
nano adunque due coniche polari reciproche rispetto alla conica 
stessa. Se immaginiamo ora in una conica C'W del piano inscritto 
un triangolo polare rispetto alla conica fondamentale CW ; e sia 
C/*> la conica polare di C'P) rispetto a C@\ in gene'rale vi sa- 
ranno infinite tangenti di C® che tagliano QW in due punti H y K 
La retta HK avrà il suo polo P in C'P) stessa e sulla retta HK 
sarà determinato il polo armonico K' di H per modo che il 
triangolo HK'P sarà un triangolo polare di C( 2 ). Ma allora per 
l'ipotesi fatta, C r £) contiene cinque dei vertici di due triangolari 
polari rispetto a C® deve adunque contenere anche il sesto, ep- 
però K' deve necessariamente coincidere con K; dunque: 



Se esiste un triangolo che es- 
sendo inscritto in una conica sia 
anche polare di un* altra conica 
di tali triangoli ne esisteranno in 
generale infiniti. 



Se esiste un triangolo che es- 
sendo circoscritto ad una conica 
sia coniugato rispetto ad un' altra 
conica di tali triangoli ne esi- 
steranno in generale infiniti. 



Osserviamo poi che i lati dei triangoli che essendo inscritti in 
una conica CW sono conjugati rispetto ad un' altra C® sono 
tangenti ad una nuova conica C/ 2 ) che è appunto la polare di 
C(*) rispetto a C&h Quindi una tangente di CJ& sega C& e 
OV in coppie di punti che si dividono fra loro armonicamente, 
cioè: 



V inviluppo di 2. a classe for- 
mato dai lati dei triangoli che, 
essendo inscritti in una conica, 
sono polari di un' altra conica 
l anche quello formato dalle rette 



La conica formata da vertici 
dei triangoli che essendo circo- 
scritti ad una conica sono polari 
di un' altra è anche il luogo dei 
punti da cui partono alle due 
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ultime coniche coppie* di tangenti 
che si dividono armonicamente. 



che tagliano le due coniche in due 
coppie di punti che si separano 
armonicamente. 

8. Sia AB CD un quadrangolo inscritto nella conica fonda- 
mentale C< 2) del piano (fig. 84) e sia DEF il triangolo diago- 
nale del quadrangolo. Per definizione la polare di G è la retta 
FÉ e la polare di F è la retta GÈ; quindi £ è il polo di FG: cioè 
DEF è un triangolo polare di C(*>. Ma di più se siano a, b> c> d 
le tangenti rispettivamente nei punti A, B, C, D, per definizione, 
la polare di F sarà la diagonale ab . ed; e la-polare di G sarà la 
diagonale he . ad; e la polare di E sarà quindi necessariamente 
l'altra diagonale, cioè FG; dunque: 




'^ 



^. 



"x. 



^.> 



Fig. 84. 



Se un quadrangolo completo 
è inscritto in una conica il suo 
triangolo diagonale è un trian- 
golo polare di essa; e il quadri- 
latero completo, che ha per lati 
le tangenti nei vertici del qua- 
drangolo, avrà per triangolo dia- 
gonale quello del quadrangolo 
stesso. 



Se un quadrilatero è circo- 
scritto ad una conica il suo trian- 
golo diagonale sarà un triangolo 
polare di essa; ed il quadran- 
golo che ha per vertici i punti 
di contatto dei lati del .quadri- 
latero, avrà per triangolo dia- 
gonale quello del quadrilatero 
stesso. 



E perchè un quadrangolo è determinato, per le sue proprietà 
armoniche, da un vertice e dal suo triangolo diagonale e corre- 
lativamente dicasi pel quadrilatero, ne risulta : 



Un triangolo polare di una 
conica, come triangolo diagonale; 
ed un punto arbitrario di essa de- 



Un triangolo polare di una 
conica, come triangolo diagonale, 
ed una tangente di essa determi' 
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terminano un quadrangolo che è 
necessariamente inscritto nella co- 
nica; ed anche: 

Se una conica contiene un ver- 
tice di un quadrangolo ed ha per 
triangolo polare il triangolo dia- 
gonale di esso deve contenere i 
rimanenti vertici del quadrangolo. 

Ossia: 

Le coniche diunfascio[ABCD] 
hanno per triangolo polare co- 
mune il triangolo diagonale del 
quadrangolo A8CD dei punti 
basi; e viceversa: le coniche che, 
essendo coniugate ad uno stesso 
triangolo, passano per un punto 
fisso A; passano per altri tre punti 
determinati B, C,D; formano cioè 
un fascio [ABCD]. 

9. Seguono ancora i seguenti altri teoremi fra loro correla- 
tivi nel piano. 



nano un quadrilatero necessaria- 
mente circoscritto alla conica; ed 
anche : 

Se una conica tocca un lato 
di un quadrilatero ed ha per trian- 
golo polare il triangolo diagonale 
di esso, toccherà pure i rima- 
nenti lati del quadrangolo. 

Gli inviluppi di 2.* classe di 
un fascio [abcd] hanno per trian- 
golo polare comune il triangolo 
diagonale delle rette basi a,b,c,d; 
e viceversa: gli inviluppi di 2. a 
classe che essendo conjugati ad 
uno stesso triangolo contengono una 
retta fissa a del piano, ne con- 
tengono altre tre determinate b, e, 
d; formano cioè un fascio [abcd]. 



Se due quadrangoli completi 
hanno lo stesso triangolo diago- 
nale i loro otto vertici sono in 
generale sopra una stessa conica; 
in caso particolare nel sistema 
di due rette. 



Se due quadrilateri completi 
hanno lo stesso triangolo diago- 
nale i loro otto lati sono in ge- 
nerale tangenti ad una stessa co- 
nica od in caso particolare, pas- 
sano per due punti. 



Infatti (a sinistra) siano ABCD, A'B'C'D 1 i due quadrangoli 
completi che hanno lo stesso triangolo diagonale EFG. Se due 
qualunque dei vertici dell' un quadrangolo ABCD non sono in 
linea retta con alcuno dei vertici dell'altro allora pel teorema 
precedente la conica del fascio [ABCD] passante per un vertice A' 
del quadrangolo A'B'C'D 9 conterrà gli altri tre vertici. 

Se poi un vertice A di A'B'C'E? fosse in linea retta con due 
vertici A, B di AB CD allora anche un' altro vertice B 1 di A'B'C'D' 
dovrà trovarsi sopra AB; e per le proprietà armoniche del quadran- 
golo anche G 9 D 9 C\ D f si troveranno sopra una stessa retta; il 
che dimostra quanto si voleva. Il teorema a destra si dimostra 
seguendo il principio di dualità del piano. 
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Dai teoremi precedenti discendono subito questi: 



Se due coniche del piano hanno 
quattro punti in comune le otto 
tangenti in quei punti alle due co- 
niche sono tangenti ad una nuova 
conica; o passano per due punti 
fissi. 



Se due coniche del piano hanno 
quattro tangenti in comune gli 
otto punti di contatto giacciono 
sopra una nuova conica, o, in 
caso particolare, sul sistema di 
due rette. 



10. Consideriamo ancora una conica Q® del piano ed il re- 
lativo sistema polare 2- 



Un triangolo polare AB C 
ed un punto arbitrario D del 
piano determinano un quadran- 
golo ABCD tale che due lati 
opposti sono rette conjugate ri- 
spetto alla conica. Il quadran- 
golo AB CD sarà detto quadran- 
golo polare o coniugato rispetto 
alla conica fondamentale C&K 



Un trilatero polare abc ed 
una retta arbitraria d del piano 
determinano un quadrilatero abcd 
tale che due vertici opposti sono 
poli armonici rispetto alla co- 
nica. Il quadrilatero abcd sarà 
detto perciò quadrilatero polare 
o coniugato rispetto alla conica 
stessa C&K 



È chiaro che un quadrangolo polare ha per figura polare reci- 
proca rispetto alla conica un quadrilatero polare; perchè due rette 
conjugate hanno per poli due punti conjugati e reciprocamente; 
ed inoltre i sei vertici del quadrilatero giacciono sui lati del qua- 
drangolo. Possiamo concepire infiniti quadrangoli e quadrilateri 
polari; cioè quadrangoli di cui le coppie di lati opposti sono rette 
conjugate rispetto a C&; e quadrilateri di cui le coppie di ver- 
tici opposti sono coppie di poli conjugati. Inoltre hanno luogo 
le seguenti proprietà: 



Due coppie di rette conjugate 
come coppie di lati opposti de- 
terminano un quadrangolo che è 
polare rispetto alla conica; cioè 
anche i rimananti lati opposti 
sono rette conjugate rispetto alla 



Due coppie di poli armonici 
come coppie di vertici opposti de- 
terminano un quadrilatero che è 
polare, perchè anche i rima- 
nenti vertici opposti sono poli ar- 
monici rispetto alla conica data* 



conica stessa. 

Infatti (a sinistra) le rette conjugate a, h seghino la retta e 
nei punti AB e la sua conjugata d nei punti C, D; sicché ab, ed 
sono coppie di lati opposti del quadrangolo ABCD. 

La polare di un vertice A seghi i lati opposti a, b nei punti 
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M, M 9 e i lati opposti e, d nei punti N, N' e finalmente i rima- 
nenti lati opposti AC, BD nei punti P, P'. Per l'ipotesi fatta si 
osservi che il polo di a è il punto M f e il polo di e è il punto 
N* sicché M,M'; N, N r sono coppie di poli armonici. Dunque 
T involuzione in cui la polare di A taglia il quadrangolo AB CD 
è formata da coppie di poli armonici; cioè anche P, P' è una 
coppia di poli armonici. Dunque la retta AC ha per polo il 
punto P*; cioè AC, BD sono rette conjugate; e. d. d. 

Di qui segue adunque un altro modo di determinare quadran- 
goli e quadrilateri polari. 

11. Ma un triangolo non polare di C<8 determina pure in 
modo unico un quadrangolo polare; e, correlativamente, un qua- 
drilatero polare. Infatti se ABC è un triangolo non polare ri- 
spetto a C( 2 \ ponendo BC= a, CA = b, AB = e, siano A', B f 
i poli dei lati a 9 b allora le rette AA\ BB 1 si taglieranno in un 
punto D tale che il quadrangolo AB CD è un quadrangolo po- 
lare perchè le coppie AD, BC; BD, AC di lati opposti sono 
coppie di rette conjugate rispetto a C(*); dunque anche AB, CD 
saranno rette conjugate. Segue inoltre che il polo O di AB cadrà 
su CD; e ponendo B f Q = a\ C'A'=B', A'B' ■= e' i due trian- 
goli ABC = abc, A'B'O = dVà sono polari reciproci, dunque: 

Due, triangoli polari reciproci rispetto ad una conica sono omo- 
logici, ad un vertice e ad un lato dell* un triangolo corrispondendo 
nell'altro il polo ed il raggio polare del lato e del vertice opposto. 

Se poi due triangoli ABC = abe, A'B'C = a'b f c f sono omologici, 
i sei punti di incontro dei lati non corrispondenti sono sopra una 
conica; e le sei congiungenti i vertici non corrispondenti toccano 
un'altra conica. 

Infatti, se in due triangoli omologici sono appunto corrispon- 
denti gli elementi indicati colle stesse lettere, gli esagoni semplici 
AB'CA'BC, ab' ed be' sono evidentemente il primo un esagono di 
Brianchon e il secondo un esagono di Pascal, il che dimostra 
quanto si voleva. 

Segue di qui che due triangoli ABC = abe, A f B'C f = a t b f c' 
polari reciproci essendo omologici determinano due coniche po- 
lari reciproche rispetto alla conica fondamentale, colle rette che 
congiungono le coppie di vertici non corrispondenti e coi punti 
d'intersezione delle coppie di lati non corrispondenti. Il centro 
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e l'asse d dei due triangoli omologici AB C, A'B'Q sono ele- 
menti- fra loro polari rispetto alla conica data CW; ed i raggi 
AA f ,BB\ CO del fascio di centro hanno per poli i punti 
aa\ bb\ ce* dell'asse cf. Un'omologia ha per polare reciproca pure 
un'omologia; l'omologia determinata da due triangoli reciproci 
ha per polare reciproca se stessa; in quanto che due punti cor- 
rispondenti sono poli di due rette corrispondenti e reciprocamente. 
12. Riprendiamo ora la considerazione dei quadrangoli e qua- 
drilateri polari rispetto ad una conica fondamentale C® assunta 
nel piano. 



Due quadrangoli polari di 
O 2 ) che abbiano due vertici in 
comune hanno i loro sei vertici so- 
pra una conica o in caso parti- 
colare sul sistema di due rette. 



Due quadrilateri polari di 
CW che abbiano due lati in co- 
mune, hanno i loro sei lati tan- 
genti ad una conica o passanti 
per due punti. 



Siano infatti (a sinistra) AB CD, A f B'C f D f i due quadrangoli 
nominati per il teorema del n.° 5 avremo: 

A (CDCD>) A B (DCZTCO A CDC'D' 

il che dimostra il teorema enunciato; avuto riguardo anche al 
caso particolare che i due fasci siano prospettivi. Correlativamente 
si procede per il teorema a destra. 

Di qui segue immediatamente: 

Se un triangolo polare ed un 
quadrangolo polare hanno un ver- 
tice comune i loro sei vertici sono 
sopra una conica in caso par- 
ticolare nel sistema di due rette. 



Se un trilatero polare e un 
quadrilatero polare hanno un lato 
comune i loro sei lati toccano una 
stessa conica in caso partico- 
lare passano per due punti. 



13. Due coniche C&\ C'W di un piano hanno un'infinità di 
quadrangoli o quadrilateri polari in comune. Infatti due Iati a, b 
di un quadrangolo polare si possono prendere ad arbitrio, i loro 
opposti sono quelli che congiungono i poli di a e b rispetto a 
C& e C r P>. Correlativamente si costituiscono quadrilateri polari 
comuni alle due coniche. 



Se due quadrangoli ABCD, 
AB'C'D' polari di O 2 ) e QW 
hanno un vertice A comune, i 
loro sette vertici sono sopra una 
conica. 



Se due quadrilateri polari di 
C^> e C f W hanno un lato comune 
i loro sette lati toccano una stessa 
conica. 
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Infatti (a sinistra) siano ABB'P, ABB'Q quadrangoli polari 
rispettivamente di C& e C ,(5) determinati dai tre vertici A, B, B' 
(vedi n.° 11), allora le coniche (ABCDB'P), (ABCDB'Q) (vedi 
n.° 14) coincidono colla conica (ABB f PQ): per le stesse ragioni 
le coniche (AB'CD'BP), (AB'CD'BQ) coincidono nella conica 
stessa (ABB'PQ); il che dimostra quanto si voleva; e correlati- 
vamente a destra. 



Quando ad una conica CW sia 
circoscritto un quadrilatero po- 
lare di un'altra conica C r ro di 
tali quadrilateri ne esistono in- 
finiti: ogni terna di tangenti di 
2 > determina un quadrilatero pò- 
lare di C'W circoscritto a CP). 



14. Quando in una conica 
O*) si pub inscrivere un qua- 
dr angolo polare di un'altra co- 
nica C f &>, di tali quadrangoli 
inscritti ne esistono infiniti; ogni 
terna di punti di CW determina 
un quadrangolo polare di C'<*) 
inscritto a Cro. 

Infatti (a sinistra) sia AB CD un quadrangolo inscritto a CW e 
polare di QW e sia P un punto qualunque di C (2 >. Il quadrangolo 
ABPP polare di C f ro determinato dai tre punti ABP è inscritto 
a CW; perchè i sei punti ABCDPP t giacciono sopra una conica 
e questa è necessariamente la Cro. Se Q è un altro punto di 09) 
il quadrangolo APQQ t polare di C'W determinato dai tre punti 
4PQ fc» per le stesse ragioni, inscritto a C®. Se finalmente è R 
un terzo punto di 2) il quadrangolo PQRR t polare di C'<*> è 
inscritto a Cro stesso, il che dimostra quanto si voleva; e corre- 
lativamente si procede per il teorema a destra. 

Segue immediatamente: 



Due rette conjugate rispetto 
a C'ro seganti Cro determinano 
coi loro punti d' incontro un qua- 
drangolo inscritto a Cro e po- 
lare di CW. 

15. Inoltre: 

Alla conica CW si possono in 
generale inscrivere infiniti trian- 
goli polari di QW; ogni punto 
di C<8 che sia un punto interno 
di C f &\ è vertice di uno deter- 
minato dai detti triangoli. 



Due poli armonici di QW ed 
esterni a C^ determinano, colle 
tangenti condotte da essi a C& 
un quadrilatero circoscritto a G 2 > 
e polare di C'M. 

Alla conica CW si possono 
in generale circoscrivere infiniti 
triangoli polari di C'W; ogni tan- 
gente di CW che non tagli C'W 
è lato di uno determinato dei detti 
triangoli. 
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Infatti (a sinistra) sia A un punto di C 2) interno a C'W al- 
lora la polare a di A rispetto a C f< ® non segherà la conica stessa 
C& e taglierà quindi le coniche del fascio [AB CD] che ha per 
base un quadrangolo AB CD polare di C/W inscritto a C/ 2) in 
coppie di punti conjugati in una stessa involuzione ellittica perchè 
formata di coppie di poli armonici di C'W (vedi n.° io). 

Segue di qui che tutte le coniche dei fascio [AB CD] dovranno 
tagliare la retta a in due punti, perchè se una di esse non ta- 
gliasse a 9 allora generando in modo continuo le varie coniche 
del fascio, per passare da quelle che tagliano a a quelle che non 
la tagliano, ne troveremo una tangente ad a; cioè l'involuzione sa- 
rebbe iperbolica contro il supposto. Perchè adunque la polare a 
di A rispetto a C*W taglia C& in una coppia B t , C f di poli ar- 
monici di C'< 2) ne segue che AB,Q sarà un triangolo polare di 
C (2 >. E se poi esiste un punto di CW interno di C'@> ne esiste- 
ranno infiniti: e. d. d. 

Si sa che dato un triangolo polare di C f W inscritto a Q f ) un 
punto qualunque di CW determina col trangolo un quadrangolo 
inscritto a C<® e polare di C'W, dunque riassumendo: 



Se un triangolo polare di una 
conica C^ è inscritto in un'altra 
conica C< 2 ) ; di tali triangoli ne 
esistono infiniti; (vedi n.° 7) ed 
esistono sempre infiniti quadran- 
goli polari di C'®* inscritti a 
C< 2 ); e viceversa se esiste un qua- 
drangolo polare di QW inscritto 
a CW ne esistono sempre infiniti 
ed in generale esistono anche in- 
finiti triangoli inscritti a O 2 * e 
polari di C'«. 

16. Siano P, Q, R tre punti di C'W le cui congiungenti siano 
rette esterne a C'^. I tre punti determinano un quadrangolo 
PQRS polare di C'M ed inscritto a C&. Il triangolo UVW dia- 
gonale del quadrangolo PQRS ha i suoi vertici C7, V, W che 
sono punti esterni di C 1 ® perchè punti delle PQ 9 QR 9 RP. Im- 
maginando ora da due punti diagonali, p. es. U 9 V le coppie 
e >f> 8* h di tangenti a C r(2) queste formeranno un quadrilatero 



Se un triangolo polare di una 
conica C'( 2 ) è circoscritto ad un'al- 
tra conica C <*> di tali triangoli 
ne esistono infiniti ed esistono pure 
infiniti quadrilateri circoscritti a 
C W e polari di C'W; e viceversa 
se esiste un quadrilatero circo- 
scritto a C& e polare di C'^ 
ne esistono infiniti ed in generale 
esistono anche infiniti triangoli 
circoscritti a C (2 > e polari di C'< 2) . 
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circoscritto a C'W e ehe dico polare di C&. Infatti i due vertici 
opposti U, V del quadrilatero sono poli armonici rispetto a C ( *> 
perchè UVW è un triangolo polare di C'P>. Inoltre altri due ver- 
tici opposti sono uniti da una retta che taglia le coppie di lati 
opposti di PQRS y passanti per U> V in coppie di punti divisi ar- 
monicamente dalla coppia stessa di vertici opposti; perchè le 
coppie di tangenti a C'W condotte per U, V colle coppie di lati 
opposti di PQRS, passanti pure per U 9 V si dividono armonica- 
mente. Dunque le coppie di vertici opposti del quadrilatero cir- 
coscritte a QW sono coppie di poli armonici rispetto a C&; 
e quindi: 

Se in una conica C& si pub inscrivere un quadrangolo polare 
rispetto ad un'altra conica C<*>; viceversa alla conica O® si pos- 
sono in generale circoscrivere infiniti quadrilateri polari rispetto a 
CW; e, correlativamente, se ha luogo questa proprietà per C'W avrà 
luogo anche la prima per C&>. 

Le coniche che hanno le proprietà scambievoli ora dette, si 
diranno perciò coniche armoniche; o in altri termini: 

Due coniche G 2 >, C® sono armoniche se si pub inscrivere in 
una C@) un triangolo o quadrangolo polare rispetto all'altra. 

17. Per quattro punti dati nel piano passa in generale una ed 
una sola conica C< 2) armonica rispetto ad una conica fissa KP> e 
se ne passassero due, allora tutte le coniche del fascio determinato 
dai quattro punti basi assunti, sono coniche armoniche rispetto a K&\ 

Infatti se A, B 9 C, D sono i quattro punti dati vertici di un qua- 
drangolo AB CD; assumendo i tre punti A, B 9 C resta determinato 
un punto E tale che AB CE è un quadrangolo polare di K&K 
Quindi la conica (ABCDE) è armonica zK^\ Ora se per AB CD 
passassero due coniche armoniche a K&\ per il teorema prece- 
dente, AB CD sarebbe un quadrangolo polare di QW; perchè presi 
i tre punti ABC è determinato in modo unico il punto D tale 
che AB CD è polare di C'W, D essendo un punto sia di C® che 
di C'( 2 ); dunque è vero quanto si è detto. 

Se la conica CW degenera in due punti inviluppi allora le co- 
niche C< 2 > armoniche della coppia data di punti non sono altro 
che quelle rispetto alle quali i due punti della coppia sono poli 
armonici. 

Correlativamente : 
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Per ogni quadrilatero del piano è determinato un inviluppo di 
2. a classe armonico ad una conica data C^; e se due di tali in- 
viluppi contengono lo stesso quadrilatero allora tutti gli inviluppi 
del fascio che ha per base quel quadrilatero sono inviluppi armo- 
nici a CP). 

Gli inviluppi armonici ad una conica C® che degenera in due 
rette non sono altro che quelli che hanno per rette conjugate le 
rette stesse. 

§ 4. Centro, diametri, assi delle coniche. 

1. U iperbole, Y ellisse ed il cerchio sono curve del 2.° ordine 
tagliate in due punti distinti o non tagliate dalla retta all'infinito 
del loro piano. La retta stessa avrà quindi il suo polo al 
finito, che sarà un punto esterno per l'iperbole e precisamente 
il punto d'incontro degli assintoti, e sarà un punto interno per 
l'ellisse ed in particolare per il cerchio. 

Il punto O dicesi in ogni caso il centro delle coniche sud- 
dette; e nel caso del cerchio il punto O è evidentemente il centro 
di esso come viene definito in geometria elementare, cioè il punto 
da cui sono egualmente distanti tutti i punti della circonferenza 
stessa (*). 

2. Ogni retta condotta pel centro O di una conica dicesi 
diametro. Il polo di un diametro è quindi un punto della retta 
all'infinito; ossia i diametri sono le rette polari dei punti all'infi- 
nito. Corda di una conica dicesi ogni retta ed anche semplice- 
mente ogni segmento finito che ne unisce due punti; e poiché 
ogni diametro ha il suo polo all'infinito, cosi ne segue che: 

a) Un diametro contiene i punti di me^o delle corde fra 
loro parallele, che si dirigono al polo del diametro. 

Od anche: 

b) Un diametro contiene i punti di me^o di tutte le corde 
ad esso conjugate. 

Chiamando anche diametro la grandezza del diametro stesso, 
come si è fatto per una corda, risulta evidentemente: 



(*) È inutile notare che qui per cerchio è inteso sempre la circonferenza 
e non V area finita da essa racchiusa. 
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c) Le tangenti alle estremità di un diametro sono parallele; vi- 
ceversa: Se le tangenti alle estremità di una corda sono parallele 
qiulla corda è un diametro, perchè il suo polo è un punto della 
retta all'infinito, quindi quella corda contiene il centro. Nel centro 
si dividono adunque a metà tutti i diametri di una conica. 

Viceversa: Se due corde si dividouo a metà in un punto O 
quel pnnto è il centro e quelle corde sono due diametri* 

Infatti il punto è il polo della retta all'infinito, perchè, 
per la prima costruzione della retta polare di un punto, la po- 
lare di 0, nell'ipotesi fatta, ha due punti che cadono all'infinito. 

3. Il centro è dunque un punto di simmetria per la conica. 
Unendo cioè un punto M della conica col centro di essa la 
retta MO prolungata sega di nuovo la conica in un punto M, 
tale che MO> AfO sono segmenti eguali. In generale una co- 
nica ha per corrispondente se stessa nell'omologia armonica che 
ha per centro un punto fuori della conica e per asse la retta po- 
lare di quel punto. Quando il punto è il centro O della conica 
allora quell'omologia armonica è una similitudine involutoria; ossia 
si ha in tal caso una simmetria rispetto ad un centro 0, che 
cangia in se stessa la conica. 

4. Dati cinque punti di una conica si possono costruire quanti 
diametri si vogliono e quindi il centro. Basterà infatti unire due 
dei cinque punti dati e condurre da un altro una retta parallela 
alla corda condotta. Avremo cosi due corde parallele ed un dia- 
metro congiungente i punti di mezzo di quelle corde. Potremo 
determinare un altro diametro, in modo analogo, ed otterremo 
colla loro intersezione il centro della conica. Se la conica è data 
per cinque tangenti basterà trovarne la tangente parallela ad una 
delle cinque date. La retta che unisce i punti di contatto delle 
due tangenti parallele è un diametro, che diviso per metà for- 
nisce il centro della linea. 

Se la conica è data come figura omologica di un cerchio dato 
in una data omologia, basterà trovare il polo, rispetto al cerchio, 
della retta limite a cui appartiene il cerchio stesso,; il punto cor- 
rispondente a quel polo sarà il centro richiesto. 

5. Due diametri sono conjugati se il polo dell'uno giace sul- 
l'altro; quindi: 

Le coppie di diametri conjugati sono coppie di raggi conjugati 
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in una stessa involuzione di cui gli elementi doppi sono le tangenti 
condotte dal centro alla linea. 

Quindi : 

Neil 9 iperbole le coppie di diametri conjugati sono coppie di raggi 
coniugati in una stessa involuzione iperbolica (o positiva) avente 
per raggi doppigli assintoti dell'iperbole stessa. 

NelV ellisse e nel cerchio le coppie di diametri conjugati sono 
coppie di raggi conjugati di. una stessa involuzione ellittica o ne- 
gativa. 

Ed anche: 

In una conica dotata di centro di due diametri conjugati l'uno 
divide per metà le corde parallele all'altro; e viceversa : se due dia- 
metri hanno la detta proprietà allora sono conjugati. 

Inoltre: 

Di due diametri conjugati dell'iperbole uno sega la linea V altro 
non la taglia; nell'ellisse e nel cerchio tutti i diametri tagliano 
la linea. 

Perchè nell'iperbole il centro è punto esterno alla linea e in- 
vece punto interno per l'ellisse e per il cerchio. 

Inoltre : 

Nel cerchio ogni diametro è normale al suo conjugato. 

Quindi : 

Le coppie di diametri conjugati di un cerchio sono coppie di 
raggi conjugati dell'involuzione generata dalla rotazione di un an- 
golo retto intorno al centro del cerchio. 

Ed anche : 

Le involuzioni dei diametri conjugati di tutti i cerchi di uno 
stesso piano sono tagliate dalla retta all'infinito in una stessa in- 
voluzione di punti. 

Infatti ad una coppia di diametri conjugati di un cerchio cor- 
risponde una coppia di diametri conjugati paralleli ai primi di un 
altro cerchio qualunque. 

Risulta ancora: 

La polare di un punto rispetto ad un cerchio è normale al dia- 
metro che passa pel punto stesso. 

Quindi: 

Di due rette ad angolo retto e conjugate rispetto al cerchio una 
passa necessariamente per il centro. 
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6. Immaginiamo in una conica dotata di centro un paral- 
lelogrammo inscritto; ed osserviamo che un parallelogrammo in- 
scritto colle sue diagonali non è altro che un quadrangolo com- 
pleto inscritto nella conica e di cui due punti diagonali cadono 
all' infinito nella direzione dei lati non paralleli del parallelo- 
grammo stesso. Similmente un parallelogrammo circoscritto ad 
una conica colle sue diagonali non è altro che un quadrilatero 
completo circoscritto di cui due vertici opposti cadono all'infinito 
nelle due direzioni dei lati non paralleli. Dunque per il teorema 
a pag. 158: 

Se un parallelogrammo è inscritto in una conica le diagonali si 
tagliano nel centro e due lati consecutivi sono paralleli a due dia- 
metri conjugati. Se un parallelogrammo è circoscritto le diagonali 
si tagliano nel centro e sono due diametri conjugati dalla linea. 

Ed anche: 

Conducendo nei vertici di un parallelogrammo inscritto le tan- 
genti alla conica si ottiene un parallelogrammo circoscritto che ha 
le sue diagonali parallele ai lati del parallelogrammo inscritto. 

Del resto le proprietà ora enunciate si possono facilmente 
dimostrare direttamente senza 1' applicazione del teorema invocato 
della pag. 158. • 

7. Due diametri di una conica dotata di centro sono le dia- 
gonali di un determinato parallelogrammo inscritto; che è pure 
determinato da un diametro che sega la linea e da un altro punto 
preso comunque sulla linea stessa. 

In altri termini: 

Se da un punto di una conica ne projettiamo gli estremi di un 
diametro otteniamo due rette parallele a due diametri conjugati della 
linea. 

Viceversa: 

Se dagli estremi di un diametro conduciamo due rette una delle 
quali sia parallela ad un altro diametro e V altra al suo conjugato 
quelle due rette si taglieranno in un punto della conica. 

Infatti una di quelle rette che partendo da un estremo A del 
primo diametro è parallela ad un altro diametro d segherà di 
nuovo la conica in un punto M e projettando da M l'altro estremo 
B del primo diametro le due rette MA, MB sono parallele a due 
diametri conjugati, dei quali l'uno è il diametro d; dunque MB 



170 



GEOMETRIA PROJETTIVA. 




Fig. 85- 



sarà necessariamente la parallela condotta da B al diametro conju- 
gato di d; perchè ogni diametro non ha che uno ed uno solo 
conjugato. 

Di qui segue immediatamente che: 

La conica che ha due coppie, epperb tutte le coppie, di diametri 
conjugati ad angolo retto fra loro, è un cerchio. 

Infatti supponiamo (fig. 85) che 
una conica abbia due coppie di dia- 
metri conjugati ad angolo retto. 

Dei due diametri AB> CD del- 
l'una coppia uno almeno dovrà ne- 
cessariamente tagliare la linea nei 
punti A, B. Conducendo da quei 
punti le parallele AE 7 BE ai diametri 
deiraltra coppia, le rette AE 9 BE 
si taglieranno in un punto E della 
conica. Se è il centro di essa 
la retta OE sarà un diametro che 
la segherà di nuovo in E. Conducendo ora dagli estremi E y F del 
diametro EF le parallele EG 9 FC ai diametri AB> CD le due 
rette si segheranno in un punto G della conica che sarà così 
quella determinata dai cinque punti A, B 9 F 9 G, E. Ma è facile 
riconoscere che quei punti sono equidistanti dal centro O della 
conica, la quale è quindi un cerchio di centro 0. e. d. d. 
Segue adunque: 

In un ellisse e in un iperbole non vi è che una ed una sola 
coppia di diametri conjugati ad angolo retto. 

I diametri conjugati ad angolo retto sono detti gli assi delle 
ellisse e dell'iperbole. 

Per costruirli basta determinare col problema risoluto alla pa- 
gina 66 la coppia di raggi conjugati comuni alla involuzione di 
angoli retti aventi il vertice nel centro della conica, e all'invo- 
luzione dei diametri conjugati della conica stessa. 

Si può anche operare cosi. Si immagini un ^diametro se- 
gante la linea nei punti A 9 B. Sopra AB come diametro si co- 
struisca un cerchio (fig. 86, 87) e sia C un punto comune al 
cerchio ed alla conica. Le rette AC, BC saranno parallele agli 
assi. 
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8. Consideriamo l'iperbole (fig. 88) e sia AC un diametro di 
essa che seghi la linea nei "punti A y C allora il suo conjugato BD 
parallelo alla tangente in A e in C non la segherà. 




Kig. 86. 




Fig. 87. 



Se indichiamo coni. D i punti ove la tangente in A sega 
gli assintoti ed O il centro della linea; il triangolo LOL 9 è cir- 
coscritto all'iperbole. Immaginando quindi da L> L 1 le parallele 
agli assintoti stessi le due rette si taglieranno in un punto del 
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diametro OA. Quindi LL! ed OA sono diagonali di un paralle- 
logrammo; ed A sarà quindi il punto di mezzo del segmento LL 1 ; 
dunque : 

La porzione di tangente all'iperbole compresa fra gli assintoti 
è biseccata dal suo punto di contatto. 

Immaginando ora la tangente nellUltro estremo C indicando 
con M, M 1 i punti ove questa viene tagliata dagli assintoti, il 
il punto C sarà il punto di mezzo del segmento MM 1 ; e risul- 
terà subito che i segmenti LL\ MM 1 sono eguali e paralleli.. 




Kig. 88. 

Quindi le rette LM> L'M 1 saranno parallele e taglieranno il dia- 
metro BD conjugato di BC nei punti B 9 D; o'nde il segmento BD 
(eguale e parallelo ai segmenti LL\ MAf f ) sarà diviso per metà 
dal centro dell'iperbole e si assumerà il segmento stesso BD 
per grandezza del diametro non segante V iperbole. 

Ogni diametro non segante l'iperbole ha dunque determinato 
la sua grandezza che si può ottenere: 

i) Portando su di esso un segmento eguale a quello intercetto 
dagli assintoti sulla tangente in un estremo del conjugato (segante 
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la linea) in modo che il centro della linea sia il punto di me^o 
del segmento. 

2) Conducendo dagli estremi del coniugato due rette parallele 
ad uno stesso assintoto ad incontrare così il diametro dato negli 
estremi di esso; oppure conducendo da uno stesso estremo del coniu- 
gato le parallele agli assintoti a tagliare il diametro dato negli 
estremi richiesti stessi. 

Questa seconda costruzione risulta dall'essere evidentemente 
AB CD un parallelogrammo di cui i lati sono paralleli agli assintoti. 

9. Ritenendo sempre le stesse notazioni (vedi fig. 88) si os- 
servi che L, V sono punti corrispondenti delle due punteggiate 
projettive in cui una tangente variabile dell'iperbole sega gli as- 
sintoti; e facendo rotare uno di essi intorno al centro per sovrap- 
porrò all'altro, saranno allora L, U due punti conjugati di una de- 
terminata involuzione di cui è il punto centrale; in essa il 
prodotto OL . OU è costante; dunque: 

In un iperbole il triangolo intercetto da una tangente e dagli 
assintoti ha un'area costante. 

E poiché il parallelogrammo AOB è la metà del triangolo 
OLD ed un quarto del parallelogrammo AB CD cosi ne segue: 

In un iperbole il parallelogrammo costruito sopra due semidia- 
metri conjugati ha un'area costante, come pure quello costruito con 
due diametri conjugati come diagonali. 

10. I teoremi ora dati sulle aree dei parallelogrammi inscritti 
valgono anche per l'ellisse. Siano perciò OA, OB due diametri 
qualsivogliono dell'ellisse (fig. 89) ed OA t il conjugato di OA. 
Conduciamo da A t la parallela ad AB a segare di nuovo la linea 
in 2?,. 

Dico che OB è il conjugato di OB x . Infatti se M è il punto 
di mezzo del segmento AB sarà OM = OX 9 il diametro conju- 
gato del diametro OX parellelo ad AB; ed il punto L ove OM 
sega A f B t sarà il punto di mezzo del segmento A,B 9 . Risulta quindi 
subito che i fasci: O (ABXX!) O (Afifi'X) sono projettivi, perchè 
ciascuno di essi è armonico; dunque OA, OA,: OB, OB 9 ; OX, OX 1 
sono coppie di raggi conjugati in una stessa involuzione che è 
quella dei diametri conjugati dall'ellisse perchè OA, OA f ; OX, OX 1 
sono due coppie di diametri conjugati che determinano l'involu- 
zione stessa. 
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Di qui segue immediatamente che, dicendo P, JV i punti ove 
OA„ OB t vengono tagliati da AB, le aree dei triangoli AOA tì 
OBB f sono equivalenti, perchè rispettivamente si compongono 
delle aree dei triangoli AOP, APA f ; ONB, 5 f NB fra loro a due 
a due equivalenti. Di più l'area del triangolo OA t B t k equivalente 
a quella di AOB; ne seguono adunque immediatamente per l'el- 
lisse i teoremi enunciati peli* iperbole nel n.° 9. 




Pig. 89. 

11. Siano OA, OA x due diametri conjugati dell'ellisse (fi- 
gura 89), e sia OB un diametro qualunque. Conducendo dall'e- 
stremo A t la parallela ad AB, essa segherà l'ellisse nell'estremo B, 
del diametro OB % coniugato ad OB. Projettiamo i semidiametri 
OB, OB t sopra il diametro OA con rette parallele ad OA % \ e 
siano cosi OB 1 , OB\ i segmenti projezioni di OB ed OB t . Se A % 
è l'altro estremo del diametro OA, sarà 3A parallela al dia- 
metro OXi che va al punto L di mezzo del segmento A t B t . E 
conducendo da O la parallela OX ad AB 9 essa parallela segherà 
BA $ nel punto di mezzo Q del segmento AB r 

Ora i triangoli equivalenti (vedi n°. io) OLB v OQA % danno: 

OL.LB t =OQ.QA., (1) 

per essere l'angolo B t LO eguale all'angolo OQA . D'altra parte 
essendo 1! e Q f le projezioni di L e Q sulla retta AA $ con raggi 
paralleli ad OA v i triangoli OLU, QA 9 Q sono simili, e si ha: 

OL QA t 
OL< - A,Q ' 
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quindi per la (i) si avrà: 

QA t ~ A*Q' ~ LB t ~ L'B' t ' 



onde: 



Ma si ha: 



OV . L'B', = QJA, . OQJ. 



OD = Uff. = - OB' 
* 2 ' 



OQ' = - (OA, + OB) 
Q'A, = I (0^, - 0B>) 



quindi : 



Off + 0B\ = 0^ . 

U eguaglianza ultima ci dà un teorema metrico facile ad enun- 
ciarsi; ma di più: supponiamo che il diametro OA sia uno degli 
assi, e quindi 0A % l'altro asse; e indichiamo con B 19 e B 9f t le 
projezioni dei punti B e B t fatte sull'asse 0A X parallelamente ai- 
Tasse OA, avremo: 



OB" + 05/ = 0A % • 

e quindi, sommando le due ultime eguaglianze, per noto teo- 
rema di geometria elementare: 



OB + 0B t = OA + 0A X : 

onde il teorema: 

Nell'ellisse la somma dei quadrati di due semidiametri conju- 
gati è costante ed eguale alla somma dei quadrati dei semiassi. 

12. Seguendo un processo del tutto analogo si dimostrerebbe 
un teorema analogo relativo all'iperbole, cioè: 

Neil* iperbole la differenza dei quadrati di due semidiametri 
conjugati è costante ed eguale alla differenza dei quadrati dei se- 
miassi. 
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13. Consideriamo sempre in particolare l'iperbole e l'ellisse. 
Immaginiamo due tangenti parallele nell'iperbole e nell'ellisse 
(fig. 88 ? 90). I punti A, C di contatto delle due tangenti paral- 
lele sono gli estremi di un diametro AC; di cui sia OB il semi- 
diametro conjugato. 




. Fi?. 90 

Immaginiamo ora una tangente variabile e sia P il relativo 
punto di contatto ed N 9 N t i punti ove la tangente variabile sega 
le due tangenti parallele fisse. Ora la tangente variabile determi- 
nerà sulle due tangenti parallele fisse, due punteggiate projettive 
e se immaginiamo che una delle tangenti fisse venga trasportata 
parallelamente a se stessa cosicché il suo punto di contatto venga 
a coincidere col punto di contatto dell'altra, allora in quest'ultima 
avremo due punteggiate in involuzione delle quali il punto di 
contatto sarà il punto centrale e le coppie di punti N, N t ne 
saranno coppie di elementi conjugati. Di più nel caso dell'iperbole 
l'involuzione sarà negativa essendo corrispondenti i punti in cui la 
retta delle due punteggiate sega gli assintoti. Nel caso dell'ellisse 
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l'involuzione sarà positiva essendo *fo/>/>/ gli elementi in cui la 
retta delle due punteggiate sega le tangenti negli estremi B 9 D 
del diametro conjugato ad AC. Dunque per l'iperbole e per l'el- 
lisse avranno luogo rispettivamente le relazioni segmentane 

(I) AN.CN^^OB 

Cioè: 

II prodotto dei segmenti che una tangente variabile determina 
sopra due tangenti fisse parallele dell* iperbole e dell'ellisse, contati 
dai loro punti di contatto, è costante ed è eguale, in valore, al qua- 
drato del semiasse parallelo alle tangenti fisse. 

14. Siano tracciate nel piano due rette ad arbitrio x 9 y (fi- 
gura 91) che si segano in un punto al finito. 





W 



Fig. 91. 

Allora ogni altro punto M avrà le sue projezioni M„ M t sulle 
rette x> y fatte rispettivamente dai punti all'infinito delle rette y, x. 

Immaginiamo ora determinati i punti delle rette x> y colle mi- 
sure, in segno ed in valore, delle loro distanze fall 9 origine O. 
Allora ogni punto M del piano individua due numeri x = OM v 
y = OM % che sono le misure delle distanze delle sue projezioni 
dall'origine O; e viceversa poi: dati due numeri come parametri 
di due punti M v M È delle rette x 9 y rispettivamente, questi indi- 
viduano evidentemente un punto M del piano; perchè ne deter- 
minano le sue projezioni M,, M t . I numeri x, y che individuano 

Aschipki, Geometria precettiva. 12 
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il punto M del piano quando siano date le rette x, y e l'unità 
di misura, si dicono le coordinate cartesiane del punto; le rette 
fisse si dicono gli assi coordinati; ed il punto O loro comune si 
dice V origine degli assi o delle coordinate; delle quali, quelle con- 
tate sull'asse x si dicono ascisse, quelle contate sull'asse y or- 
dinate. La stessa determinazione dei punti ha luogo quando le 
rette x y y siano fra loro perpendicolari; e allora le coordinate car- 
tesiane si dicono rettangolari. 

Ogni relazione fra le coordinate x 9 y cartesiane di un punto 
determina, in generale, una successione indefinita di punti, cioè 
una linea. Cosi in particolare la più semplice relazione • che è 
quella di primo grado in x, y y cioè della forma: 

(I) Ax + By+C=o 

rappresenta una retta del piano. Infatti l'equazione scritta si tra- 
duce nell'equazione segmentarla: 

A. OM t + B . OÀf É + C=o, 

la quale dice che: le projezioni di un punto variabile del luogo 
sopra i due assi sono coppie di punti corrispondenti in due punteg- 
giate projettive simili; dunque i due fasci dei raggi projettanti sa- 
ranno prospettivi, perchè conterranno la retta di infinito del piano 
come raggio unito. Dunque il luogo è l'insieme dei punti in cui si 
tagliano le coppie di raggi corrispondenti di due fasci prospettivi, 
epperò è una retta. Viceversa poi, siccome la (1) contiene due 
coefficienti distinti, ed una retta è determinata da due punti, ne 
segue che ogni retta del piano è rappresentata da una equazione 
della forma (1). 

Una retta del piano è dunque determinata da due numeri come 
ogni punto del piano. La totalità cioè dei punti del piano è la stessa 
di quella delle sue rette; ed infatti abbiamo visto che col sistema 
polare elementare o col sistema polare rispetto ad una conica, 
si può porre appunto un principio di corrispondenza univoca fra 
i punti e le rètte del piano. Ed abbiamo chiamato il piano — 
forma fondamentale di 2. a specie spazio a due dimensioni — sia 
composto dei suoi punti che delle sue rette, perchè in entrambi i 
casi ciascuna posizione dell'elemento generatore è determinata da 
due numeri. 
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È chiaro altresì che due numeri determinano un raggio ed 
un piano della stella, che abbiamo appunto detta anche essa forma 
fondamentale di 2.* specie, inquantochè tagliando con un piano 
gli elementi di una stella si ottengono tutti gli elementi del piano. 
Abbiamo detto invece spazi di i. a specie e di una dimensione la 
punteggiata, il fascio di raggi, e il fascio di piani, perchè i loro 
elementi sono determinati ciascuno da un sol numero. 

15. Ciò posto vogliamo ora dimostrare che la (I) n.° 14 serve 
a trovare la relazione che deve aver luogo fra le coordinate di un 
punto qualunque di un' ellisse e di un' iperbole, ossia serve a tro- 
vare l'equazione delle dette linee quando si assumano per assi una 
coppia di diametri conjugati. Siano adunque x, y due diametri 
conjugati dell'ellisse e dall'iperbole, assunti come assi coordinati; 
e nell'iperbole l'asse x sia quello che sega la linea nei punti A, B 
che sono pure i punti ove l'asse x sega l'ellisse (fig. 92, 93). Sia 




Fiff. 92. 



Pun punto qualunque dell'iperbole o dell'ellisse e siano OQ= x, 
PQz=zy le relative coordinate, essendo dunque O l'origine degli 
assi, ossia il centro della linea. 

La tangente in P seghi le tangenti parallele in A, B all'iper- 
bole e all'ellisse nei punti N, N r Nei triangoli circoscritti for- 
mati dalle tangenti in A y B 9 P alle coniche considerate avremo 
che le rette AN V BN, PQ dovranno tagliarsi in uno stesso punto E. 



i8o 
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Dalle costruzioni fatte risulta adunque: 

NE PE AE QE 



Ma 



dunque EP = QE = 



NB ~ 


BN^ 


AN t ~ 


' BN, 
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Inoltre 


'. si ha 




AN 

QE- 


AB 
~~QB 


BN, 
QE~ 


AB 

QA- 




Flg. te 



Posto 



BO =0A = a, OC—b, 



essendo cioè b il semidiametro conjugato al semidiametro a, si 
avrà per l'ellisse e per l'iperbole rispettivamente 

AN.BN t = ±b* 

BQ = a + x QA = a — x .~AB = 40» QE =- /; 

4 
ed essendo 

AN.BN t ~AB 



QE 



BQ.AQ 
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seguono immediatamente le: 

a* ^ P ' 

che sono le cercate equazioni dell'iperbole e dell'ellisse riferite 
a due diametri conjugati. Se i diametri conjugati fossero gli assi, 
le equazioni sono della stessa forma; essendo allora rettangole le 
coordinate usate. 

Se nell'iperbole supponiamo eguali due diametri conjugati, 
cioè sia a — b, allora necessariamente sono eguali fra loro due 
qualunque degli altri semidiametri conjugati; e gli assintoti sono 
fra loro ortogonali; e l'iperbole dicesi equilatera. 

Se nel piano si abbiano due fasci S, 5' per cui ai raggi a> b, e... 
dell'uno corrispondono i raggi a\b\J... dell'altro in modo che 
l'un fascio 5 si possa sovrapporre all'altro fascio S', dopo di 
averne immaginato capovolto il piano, i due fasci S, 5' si diranno 
inversamente eguali e sono progettivi. 

Dati due fasci inversamente eguali, se l'uno di essi si trasporta 
parallelamente a se stesso ad essere concentrico coli' altro, allora 
le coppie di raggi corrispondenti a, a'; b> V\ c 9 c f .... y saranno 
lati di angoli aventi le stesse bisettrici, che saranno i raggi uniti 
dei due fasci concentrici. Quindi in due fasci inversamente eguali 
vi è necessariamente un angolo retto dell' un fascio che ha per cor- 
rispondente un angolo retto del secondo; in modo che sono pa- 
ralleli fra loro due raggi corrispondenti. 

Da ciò segue senza alcuna difficoltà: 

Se dagli estremi di un diametro fisso di un* iperbole equilatera 
profettiamo un punto variabile di essa si ottengono due fasci inver- 
samente eguali; e viceversa: due fasci inversamente eguali produ- 
cono un'iperbole equilatera. 

16. Consideriamo ora la conica non dotata di centro, cioè la 
parabola, che, essendo toccata dalla retta all'infinito, il polo di 
tale retta ne è il punto di contatto colla linea. Quattro rette del 
piano, tre qualunque delle quali non passanti per uno stesso punto, 
determinano una parabola, poiché la retta all'infinito del piano è 
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una quinta tangente della parabola; cosicché le parabole tangenti 
a tre rette fisse formano un fascio di inviluppi di 2." classe. 

Le due punteggiate projettive in cui una tangente variabile 
della parabola sega due tangenti fisse di essa sono simili; ed ap- 
punto bastano due coppie di punti corrispondenti per determinarne 
la corrispondenza; e quindi bastano appunto quattro tangenti al 
finito per determinare tutte le altre tangenti della parabola. 

Anche nella parabola chiameremo diametro ogni retta che si 
dirige al punto di contatto della parabola colla retta all'infinito; o, 
ciò che è lo stesso, sarà detto diametro ogni retta che ha il 
suo polo all'infinito. Dunque nella parabola ancora: un diametro 
contiene i punti di mttfp delle corde parallele ad esso confugate. 

L'involuzione dei diametri conjugati è affatto speciale cioè è 
un'involuzione parabolica che ha per elemento doppio la retta 
all'infinito del piano. 

Se la parabola è data come figura omologica di un cerchio 
che in una data omologia è tangente in un punto R alla retta li- 
mite del sistema E a cui appartiene, basterà trovare le rette cor- 
rispondenti ai raggi del fascio R del sistema 2, che si troveranno 
cosi i diametri della parabola, appunto fra loro paralleli. 

Ogni diametro della parabola segandola in un punto all'infi- 
nito lo segherà in un altro al finito; come ogni retta . condotta 
per il punto R del cerchio dato sega di nuovo il cerchio in un 
punto, il cui corrispondente è quello in cui il diametro determi- 
nato sega al finito la parabola. Data invece la parabola per mezzo 
di cinque tangenti a, b> c> d, r^ (ove r^ è la retta all'infinito del 
piano), considerando il pentagono semplice abcdr^ circoscritto 
alla parabola, si troverà la direzione dei diametri (fig. 94) unendo 
il punto bc col punto di incontro delle congiungenti i punti 
ar^y de; dr^^ab; e ciò pel teorema sul pentagono semplice cir- 
coscritto ad una conica. 

17. Osserviamo ora che per ogni retta data nel piano si ha 
una tangente alla parabola parallela alla retta stessa. Infatti da 
ogni punto all'infinito della parabola parte una tangente che è 
la retta all'infinito, dunque da quel punto partirà un'altra tangente 
alla linea che sarà la richiesta. Se la parabola è data come figura 
omologica di un cerchio appartenente al sistema 2 a cui appartiene 
la retta limite r (tangente quindi al cerchio in un punto R) allora 
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basta immaginare la retta F di cui si cerca la tangente parallela, 
appartenente al sistema 2! a cui appartiene la parabola. La retta /' 
avrà in 2 la sua corrispondente /. Dal punto limite Ir = E t di / 
parte un'altra tangente al cerchio, la cui retta corrispondente in 
2' sarà la tangente richiesta. 




Fig. 04. 

Se poi la parabola fosse data per quattro tangenti (fig. 94) 
pel teorema di Brianchon si troverà la tangente x y parallela ad 
una retta data, considerando l'esagono semplice abcdr^x; che deve 
essere adunque un esagono di Brianchon. In particolare avremo 
una ed una sola tangente alla parabola perpendicolare alla dire- 
zione dei diametri. Questa tangente ed il suo punto di contatto 
si potranno facilmente determinare sia che la parabola sia data 
come figura omologica del cerchio, che per mezzo di quattro 
tangenti. 

Il punto di contatto di tale tangente sarà detto il vertice della 
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parabola; e il diametro uscente da quel punto sarà detto l'asse 
della parabola. L'asse di una parabola è dunque quel diametro 
che è tagliato ad angolo retto dalle sue corde conjugate. La co- 
struzione dell'asse e del vertice della parabola è cosi stata indi- 
cata in due modi differenti. La parabola è figura simmetrica di 
se stessa rispetto ad ogni suo diametro; ed è in simmetria orto- 
gonale rispetto al suo asse. 

18. Vogliamo ora trovare la relazione fra l'ordinata e l'ascissa 
di un punto qualunque P della parabola quando essa venga rife- 
rita a due assi, di cui l'uno (fig. 95) sia un diametro della linea, 
che si assume per asse x; e l'altro, che sarà quindi l'asse y, sia 
la tangente nel punto ove il diametro x sega al finito la para- 
bola; essendo adunque l'origine degli assi. 




x 



Pig. 05. 

Essendo P un punto qualunque della parabola, siano PQ = y, 
OQ = x le sue coordinate. Sia pure F un altro punto della 
linea; ed OQ = *', PQ = / le sue coordinate. Le tangenti in P 
e in Q si tagliano nel punto A e sono tagliate dall'asse y nei 
punti fl, C; ed è S = PP'.x; onde ABSC un parallelogrammo. 

Siano inoltre D, Q", E i punti ove il diametro passante per 
A sega rispettivamente y, PQ, PQ. Avremo: 

é£—EL — — — JL 
CP'~BA~ P'S ~ y' ' 
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AC _AD AD 
CP'~DE~~x T 

BP DQ' x 



AB AD AD 
da cui moltiplicando si ricava: 

— = £ 

cioè: 

In una parabola le ascisse di due punti stanno fra di loro come 
il quadrato delle relative ordinate; od anche: 

II rapporto del quadrato dell'ordinata all'ascissa di uno stesso 
punto è dunque il medesimo per ogni punto della parabola. Indicando 
con 2p il valore di tale rapporto, l'equazione della parabola è 
dunque: 

(III) . / = 2px. 

Se gli assi sono ortogonali, Tasse x non è altro che Tasse 
della parabola, l'origine è il vertice della parabola; l'equazione 
però ha la stessa forma. 

Essendo gli assi ortogonali supponiamo che i due semiassi 
a> b dell'ellisse siano eguali, allora avremo: 

x % + / = a 1 

cioè, pel teorema di Pitagora, l'equazione dell'ellisse è allora 
quella di un cerchio di centro e di raggio a. 

§ 5. Fuochi nelle coniche, 

1. Data una conica C&\ intorno ad ogni punto M del piano 
della conica resta determinata un'involuzione di raggi conjugati 
rispetto alla conica (vedi pag. 156), nella quale involuzione havvi, 
in generale, una coppia di raggi conjugati ad angolo retto (vedi 
pag. 67). Ciò posto, ogni punto F del piano pel quale passano 
due, epperò infinite coppie di raggi conjugati ad angolo retto, 
sarà chiamato un fuoco della conica data C&. 
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Siccome per ogni punto F del piano passa un diametro di 
una conica, così ne segue che se un punto F deve essere un 
fuoco, dovrà per esso passare uno degli assi della conica; rite- 
nendo ora di considerare un'ellisse, una iperbole od una parabola, 
non un cerchio in particolare. 

Viceversa poi la retta che unisce due punti F t ed F t che siano 
due fuochi di una conica è necessariamente un asse della conica; 
onde segue che una conica non può avere tre fuochi non in linea 
retta. 

2. Per venire alla determinazione dei fuochi di una conica, 
osserviamo anzitutto, che, assunti due punti P e Q nel piano della 
conica, ogni retta m condotta per P ha la sua conjugata ni pas- 
sante per Q; e se la retta tn ruota intorno al punto P a descri- 
vere il fascio di centro P, la retta conjugata ni ruota intomo a Q 9 
a descrivere un fascio di raggi projettivo al primo; perchè il fascio 
di centro Q è prospettivo alla punteggiata formata coi poli dei 
raggi del fascio di centro P (vedi pag. 156). 

Ciò posto, ogni retta p del piano ha la sua conjugata p' ad 
angolo retto rispetto alla conica data C&; e tal retta p 1 si ottiene 
trovando il polo P t della retta p rispetto alla conica, e conducendo 
da P, la perpendicolare p' alla p: sarà p 1 la retta richiesta. Vice- 
versa la conjugata di p 1 ad angolo retto con p' è p. 

Preso un punto M sopra un asse OA della conica data (fig. 96), 
conduciamo per M una retta t; e sia n la conjugata di t ad an- 
golo retto con t; finalmente n seghi Tasse OA nel punto M 9 . 
Immaginiamo con diametro MM 1 un cerchio che passerà pel punto 
P = tn. Ora, per ciò che abbiamo prima osservato, le coppie di 
rette conjugate passanti per M ed M 9 sono coppie di raggi cor- 
rispondenti di due fasci projettivi di raggi; e la corrispondenza 
sarà determinata dalle tre coppie di raggi: MM', M 9 M 9 ; MP, M 9 P; 
MM, M 9 M; essendo M 9 M\ MM rispettivamente le tangenti in M 1 
ed M al cerchio descritto di diametro MM 1 . Ma le tre coppie 
considerate di raggi sono tre coppie di raggi corrispondenti nei 
due fasci projettivi generatori del cerchio, aventi i centri nei 
punti Medili 7 ; quindi due raggi corrispondenti, ossia due rette 
conjugate passanti per M ed A4', sono due raggi che projettano 
da M ed Ai' un punto della circonferenza; e perciò sono ad an- 
golo retto, dunque: 
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Le rette conjugate e ad angolo retto con quelle che passano per 
un punto M di un asse di una conica, passano tutte per un altro 
punto M' di quell'asse. 
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3. In tal modo ogni punto M di un asse di una conica (ellisse, 
iperbole, parabola) determina un punto M' ; e viceversa M 1 de- 
termina allo stesso modo Af. Se per ciascun punto M dell'asse 
conduciamo una parallela m ad una retta fìssa p> otterremo un 
fascio di raggi paralleli; e la retta m' conjugata di tn e ad angolo 
retto con m sega l'asse considerato nel punto Ai' corrispondente 
di M. I raggi tn 1 cosi determinati formano un secondo fascio di 
raggi paralleli projettivo al primo; e i due fasci sono dunque ta- 
gliati dall'asse in due punteggiate projettive, di cui due punti 
Af, Af' si corrispondono in doppio modo; cioè: l'asse della conica 
taglia i due fasci projettivi di raggi paralleli in due punteggiate 
projettive in involuzione, dunque: 

Le coppie di rette ad angolo retto, fra loro conjugate, rispetto 
ad una conica, sono tagliate da ogni asse di essa in coppie di punti 
conjugati di una stessa involuzione, la quale nelV ellisse e neW iperbole 
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ha per punto centrale il centro della linea e nella parabola è un'in- 
voluzione simmetrica di cui V elemento doppio all' infinito è il punto 
di contatto della parabola colla retta all'infinito. 

4. La conica considerata sia un'ellisse od un'iperbole (fi- 
gure 96, 97), allora il centro O della linea sarà il punto centrale 
dell'involuzione nominata (vedi n.° 3); e due rette f, n conjugate 
ad angolo retto tagliano i due assi AB, CD rispettivamente nelle 
coppie: Af, M r ; N, N ! di punti conjugati, per modo che in uno 
dei segmenti, determinati da una di tali coppie, è contenuto il 
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centro O delia linea; ed il centro stesso è fuori dell'altro segmento: 
quindi sopra uno degli assi l'involuzione ha elementi doppi; sul- 
l'altro asse l'involuzione non ha elementi doppi: ogni elemento 
doppio poi è un fuoco della conica; risulta perciò subito: 

L' ellisse e V iperbole hanno due fuochi che sono gli elementi doppi 
dell'involuzione determinata, sopra uno degli assi, dalle coppie di 
rette conjugate ad angolo retto. I due fuochi sono punti equidistanti 
dal centro della linea; e da ciascuno di essi sono visti sotto angolo 
retto i segmenti determinati sull'altro asse, dalle coppie di rette conju- 
gate ad angolo retto. 
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L'asse dell'ellisse e dell'iperbole che contiene i fuochi, 'dicesi 
anche asse focale. I fuochi sono punti interni alle coniche; quindi 
nell'iperbole i fuochi saranno sull'asse che sega la curva, detto 
anche asse reale; mentre l'altro vien detto asse immaginario. 

5* Supponiamo ora che la conica sia una parabola. L'involu- 
zione determinata sull'asse dalle coppie di rette conjugate ad an- 
golo retto ha per uno degli elementi doppi il punto all'infinito 
dell'asse; cioè il punto di contatto della parabola colla retta al- 
l'infinito. L'altro punto doppio sarà il punto di mezzo F (fig. 98) 




Fig. 98. 

del segmento MM 1 determinato sull'asse da una coppia qualunque 
f, n di rette conjugate ad angolo retto: ed F è il punto pro- 
priamente detto fuoco della parabola. Però per generalizzare i teo- 
remi giova riguardare il punto all'infinito dell'asse come l'altro 
fuoco della linea. 

6. Sia P un punto qualunque di una conica (ellisse, iperbole 
o parabola) (fig. 96, 97, 98); e conduciamo in P la tangente / 
alla linea e la normale n in P alla tangente t che è detta la nor- 
tnalc in P alla conica. La tangente e la normale in un punto P 
alla conica sono rette conjugate e ad angolo retto. Nell'ellisse 
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e nell'iperbole, la tangente e la normale segheranno gli assi AB, 
CD rispettivamente nelle coppie di punti M, M 1 ed N, N 1 ; per 
modo che, dei segmenti MM 1 , NN 1 determinati da queste coppie 
di punti, uno, NN 1 , contiene il centro O della linea. Costruiamo 
sopra MM', come diametro, un cerchio che taglierà necessaria- 
mente l'asse MM 1 della linea in due punti F t F t equidistanti dal 
centro 0, tali punti sono evidentemente i fuochi della conica 
considerata. Le rette t ed n sono quindi le bisettrici degli angoli 
dei raggi che projettano da P i fuochi della conica; e tali raggi 
diconsi anche raggi vettori. 

Nella parabola (fig. 98) le rette f ed « costruite taglieranno 
Tasse nei punti Af, Af; per modo che, diviso a metà il segmento 
MM 1 in F, sarà F il fuoco, propriamente detto, della parabola. 
Condotta poi da P la parallela PH all'asse, cioè la retta che va 
al fuoco all'infinito della parabola, essendo FM* = FM = FP, 
sarà l'angolo MfPF eguale all'angolo MPH, onde per l'ellisse, 
l'iperbole e la parabola si ha il teorema: 

La tangente e la normale in un punto P alla linea, sono le bi- 
settrici degli angoli dei raggi che da quel punto della linea ne 
projettono i fuochi. 

7. Sia 5 (fig. 96) un punto esterno ad una conica qualunque 
(ellisse, iperbole o parabola) e conduciamo da 5 le tangenti SF 
ed SG: intorno al punto 5 resta determinata una involuzione di 
rette conjugate rispetto alla conica: nell'involuzione vi saranno 
due raggi e ed / conjugati ad angolo retto che non sono altro 
che le bisettrici degli angoli dei raggi doppi SE ed SG. D'altra 
parte projettando da 5 l'involuzione i cui punti doppi sono i 
fuochi della conica, si ottiene un'involuzione di raggi i cui raggi 
doppi sono i raggi SF t , SF % , projettanti i fuochi della conica. Ma 
a quest'ultima involuzione appartengono come raggi conjugati 
i raggi e ed /, i quali per essere fra loro ortogonali, saranno le 
bisettrici degli angoli dei raggi projettanti SF V SF V dunque: 

Se da un punto esterno ad una conica (ellisse, iperbole, para- 
bola) conduciamo le tangenti e le rette che vanno ai fuochi, gli an- 
goli determinati dalle due coppie di rette hanno le stesse bisettrici. 

Od anche: 

L'angolo che una delle tangenti condotte da un punto S aduna 
conica, fa colla retta che va da quel punto ad uno dei fuochi, 
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eguaglia un corrispondente angolo che la rimanente tangente passante 
per S, fa colla retta che va da S all'altro fuoco. 

8. Dicesi direttrice la retta polare di un fuoco. Quindi nel- 
F ellisse e nell'iperbole vi sono due direttrici, relative ai due fuochi, 
le quali sono perpendicolari all' asse focale ed equidistanti dal 
centro. Infatti sonp perpendicolari all'asse focale AB (fig. 99), 




Pig 09 



perchè devono passare per il polo di esso asse AB; e sono poi 
equidistanti dal centro perchè, essendo A e B gli estremi del- 
l'asse focale; il centro della linea; eD„ D % i punti ove le di- 
rettrici d % d„ relative rispettivamente ai fuochi F ty F v segano l'asse 
focale, si ha: 

OD t . OF t = OA = 7)B 



onde: 



OD t . OF % — OB =r OA 
OD x — D t O; ed. d. 



9. Sia F t un fuoco di una conica (fig. 100), alla quale sonò 
condotte dal punto 5 esterno le tangenti 5£ed SG; e siano E 
e G i punti di contatto di esse tangenti. 

Dico che le rette F % E ed F t G fanno angoli uguali \ colla SF k . 
Poiché il punto K 9 ove la EG sega la direttrice d % relativa al fuoco 
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F„ ha per polare la retta 5F t ; cosi ne segue che l'angolo SF t K 
è retto; ed essendo armonico il fascio F % (G£SK), F t S ed FJC 
saranno appunto le bisettrici degli angoli dei raggi F t E ed Ffi\ 
e. d. d. 




Flg. 100. 

* 

10. Condotte le perpendicolari EE t , GG % alla direttrice d t , si 
avrà l'eguaglianza: 

EF % GF % 

EE t ~~ GG % ' 

Infatti per noti teoremi di geometrìa elementare, sarà: 

GK_GF ± GG % 

tK ~ EF t ~ EE % ' 

onde la relazione richiesta; quindi: 

In una conica è costante il rapporto delle distante di un punto 
della linea dal fuoco e dalla corrispondente direttrice. 

In particolare poi, per la parabola, il rapporto nominato è 1 ; 
cioè: ogni punto della parabola è equidistante dal fuoco e dalla di- 
rettrice. 

Tenendo le già usate notazioni per l'ellisse e per l'iperbole 
(fig. 99, 100), per un punto qualunque E della linea, di cui EE V EE, 
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ne sono le distanze dalle due direttrici d t9 d ti relative rispettiva- 
mente ai fuochi F ti F g , si avrà: 

EF % _ AR L _BF 1 _ EF± 

EE t ~ AD t ~ BD % ~ EE % ' 

cioè: 

Per V ellisse e per V iperbole, il rapporto costante delle distante 
di un punto della linea dal fuoco e dalla relativa direttrice, è il 
medesimo per i due fuochi. 

IL Per l'ellisse e per l'iperbole si ha: 



onde per l'ellisse 



EF % EF 9 
EE % — EE % ' 



ossia 



EF t + EF< AF t + AF 9 
EE t + EE.~ AD t +AD % 

EF x + EF t AB 



E A ~ D fi. ' 
Quindi 

EF t +EF. = AB. 

Per l'iperbole si trova invece allo stesso modo: 

EF t — EF. = AB 9 

onde: 

Nell'ellisse la somma, nell'iperbole la differenza dei segmenti che 
uniscono un punto della linea coi due fuochi è costante ed eguale 
alla grandezza dell'asse focale. 

Se diciamo a il semiasse focale OA 9 e b il semiasse non fo- 
cale OC, per P ellisse sarà: 

CF t = CF t = a, 
quindi : 

OF t *=OFf= a % — b\ 

Per l'iperbole, essendo a il semiasse focale e b ì\ semiasse 
non focale ossia il semiasse immaginario, si avrà: 

OF* = a» + b\ 

Basta perciò immaginare il punto H ove la tangente ad un 

aschirri , Geometria profetava. 13 
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estremo A dell'asse focale taglia uno degli assi litoti. Allora il 
triangolo FOH sarà isoscele (vedi n.° io); ed avremo 

OF l =OH=AC ì 

essendo C un estremo del semiasse non focale: quindi AC è 
ipotenusa del triangolo rettangolo i cui cateti sono 

OA = a, OC — b. 

Le formole trovate, che danno la distanza focale nell'ellisse 
e nell'iperbole, danno una determinazione, ovvia a concepirsi, dei 
fuochi di quelle linee dati che siano, in grandezza e posizione, 
gli assi. 

12. Sia E uni punto qualunque dell'ellisse o dell'iperbole (fi- 
gure 99, ioo), conduciamo in E la tangente alla linea; e dal fuoco 
F 9 la normale F t M alla tangente che sarà la bisettrice dell'an- 
golo F t EF t ; onde: se M è il piede di essa normale sulla tan- 
gente, e T il punto ove essa sega il raggio vettore EF tf sarà 
MF % =TMeTE= EF %9 onde TF t = AB. I triangoli F t MO ed 
F t TF % sono simili per essere MO parallela a TF t ; e quindi MO 
è un segmento di lunghezza costante, qualunque sia il punto E, 
perchè eguaglia la metà dell'asse focale, dunque: 

Nell'ellisse e nell'iperbole il luogo dei piedi delle perpendicolari 
abbassate dai fuochi alle tangenti della linea, è un cerchio che ha 
per diametro l'asse focale. 

Si può osservare che l'ellisse è la figura omologica del cerchio 
nominato nel teorema, quando si prenda per centro di omologia il 
polo dell'asse focale; per asse, l'asse focale stesso e per punti 
corrispondenti l'estremo C dell'asse non focale e il punto C ove 
l'asse OC sega il cerchio. 

13* Nell'ellisse (fig. ioo) prolunghiamo F % M, ad incontrare il 
cerchio CP\ nominato nel teorema precedente, di nuovo in N. 
Inoltre conduciamo da F t la normale F t M f alla tangente in E 
la quale seghi la tangente stessa in M 9 : M 1 sarà pure un punto 
di C< f >. Ciò posto, avremo: 

F t M' = FJtJ 9 

onde 

F t M'.F t M= s — F % A.F % B, 

per note proprietà del cerchio e tenuto conto del segno. 
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Ora si ha: 

F % B = 0A — 0F„ F 9 A = — (OA + OFJ 



quindi 



onde 



F % A.F % B = — OC 



F t M'.F<M= OC. 

In modo affatto, analogo indicando con M 1 ed M i piedi delle 
perpendicolari condotte rispettivamente dai fuochi F t , F t alla tan- 
gente in E all'iperbole, si troverebbe invece: 

F t M'.FM=: — 7)C 
per essere: 

F % A . FB % = OC 
quindi il teorema: 

Nell'ellisse e nell'iperbole il prodotto delle distante dei fuochi 
ad una tangente variabile è costante; ed il valore assoluto di tal 
prodotto è il quadrato del semi-asse non focale. 

14. Sia V un punto del piano dell'ellisse da cui partono due 
tangenti: VP> VU fra loro ortogonali (fig. 101). Siano M, N i 

V 
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Mg. 101. 



piedi delle normali condotti dal fuoco F % rispettivamente a quelle 
tangenti ; e sia R il piede della normale condotta da F t alla tan- 
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gente VP. I punti Af, N, R saranno situati sul cerchio C^ di 
diametro AB; e dicendo N' il punto ove la VN sega ulterior- 
mente CP\ avremo: 

F t M=NV 9 F,R=zN'V 
onde 



F t M . F 8 U = VN. VN 1 = VO —OA =OC 
onde 

VO=OA+OC. 

Dicendo ancora V un punto da cui partono due tangenti or- 
togonali dell' iperbole, si avrà invece: 

VO — OA=— OC 

onde: 

VO=OA— 'OC 

dunque: 

Nell'ellisse e nell'iperbole il luogo dei vertici V degli angoli 
retti circoscritti alla linea è un cerchio. 

Questo cerchio esiste sempre nell'ellisse: il suo raggio VO 
è l'ipotenusa del triangolo rettangolo che ha per cateti i semi- 
assi della linea. 

Può non esistere nell'iperbole precisamente quando il semi- 
asse focale è minore del semiasse non focale; perchè il raggio 
VO è un cateto del triangolo rettangolo, di cui gli altri due lati 
sono i semi-assi della linea, essendo, Tasse focale, l'ipotenusa del 
triangolo stesso. Il centro del cerchio è il centro stesso della linea. 
Tale cerchio vien chiamato cerchio direttore. 

15. Vediamo ora come si trasformano per la parabola i teo- 
remi dati in particolare per l'ellisse e per l'iperbole. Sia VL la 
tangente nel vertice V della parabola; F il fuoco della linea 
(fig. 102) ed L ed N siano i punti in cui la tangente in un punto 
qualunque G della parabola, sega rispettivamente la tangente al 
vertice V e la direttrice d. Condotte da L e da N le parallele 
LP t NM all'asse della parabola ; e finalmente condotte le LF 9 NF 
è l'altra tangente NG t da Nalla linea, sarà l'angolo FLG eguale 
all'angolo VLP. Inoltre essendo GK parallela a VF; e l'angolo 
NFG retto, perchè GF ed NF sono rette conjugate uscenti dal 
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fuoco, sarà l'angolo GNF eguale all'angolo GNK; e per essere 
l'angolo G t NF, eguale all'angolo MNG 9 sarà G t NG retto: dunque: 
Nella parabola, la tangente al vertice è il luogo dei piedi delle 
perpendicolari condotte dal fuoco alle tangenti della linea; e la di- 
rettrice d contiene i vertici degli angoli circoscritti alla linea. 




Flg. 102 




Flg. 103. 



16. Sia ora QNR un triangolo circoscritto alla parabola. Se JF 
è il fuoco (fig. 103); G il punto di contatto delia tangente QR; 

1 
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jRAf la parallela condotta da R all'asse VF, sarà l'angolo NQF 
eguale all'angolo AfRG, eguale anche all'angolo NRF, onde: 

II cerchio circoscritto ad un triangolo circoscritto alla parabola 
passa pel fuoco della linea. 

17. Sia data una conica qualunque e sia F un fuoco di essa. 
Se NLU è un triangolo ciscoscritto alla linea (fig. 104) e chia- 




Fig. 104. 

miamo V, G, G\ rispettivamente* i punti di contatto dei lati LV y 
NL 9 NL! 9 per il teorema del n.° 9, si dedurrà subito che: l'an- 
golo LFL! è eguale all'angolo NFG' od NFG; epperò l'angolo 
LFL! è di grandezza costante quando, tenendo fisse le tangenti 
NL 9 NL\ facciamo variare la LD 9 dunque: 

Le punteggiate projettive che una tangente variabile di una co- 
nica determina sopra due tangenti fisse, sono progettate dal fuoco in 
due fasci direttamente eguali. 
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Di qui discende facilmente la costruzione di una conica per 
tangenti, date che siano tre tangenti di essa ed un fuoco. 

18. Sia data in particolare un'ellisse (o un'iperbole) e sia AB 
Tasse focale (fig. 105). Conducendo nell'estremità A e B dell'asse, 
le tangenti alla linea, queste siano ta- 
gliate dalla tangente in un punto qua- 
lunque P, nei punti P t e P t ,, rispettiva- 
mente. Le rette che proiettano da un 
punto dell'asse i punti P t t P t9 sono 
(vedi pag. 156) due rette conjugate ri- 
spetto alla conica. Quindi se costruiamo 
su P|P t , come diametro, un cerchio, 
questo taglierà l'asse focale nei fuochi 
F ì ed F f della conica; perchè da cia- 
scuno di quei punti partono due; ep- 
però infinite coppie di rette conjugate 
ortogonali. 

Di qui la soluzione dei problemi: 

Una conica essendo determinata 4 pel suo asse focale (in grande^a 
t posizione) e per una tangente, costruirne i fuochi. 

Dati i fuochi di una conica ed una tangente, determinarne la 
gronderà dell'asse focale, e quindi quella dell'asse non focale. 

19. Consideriamo ora in particolare un cerchio : ogni diametro 
è un asse; e la conjugata ortogonale di ogni retta del piano passa 
pel centro del cerchio. Cioè le coppie di rette conjugate ortogo- 
nali rispetto al cerchio, non determinano sopra un diametro del 
cerchio, un'involuzione di punti iperbolica; ma si presenta l'in- 
voluzione parabolica per modo che ogni punto del diametro ha 
per conjugato il centro del cerchio; ed il centro stesso come è 
conjugato di ogni punto del diametro è anche conjugato di se 
stesso; ed è appunto, per la definizione data, il fuoco del cerchio. 




Fig. 105. 



§ 6* Coni e cilindri quadrici. 



1. Vogliamo ora considerare i prodotti delle forme fondamen- 
tali di i. a specie, contenute nella stella, quando esse forme siano 
riferite projettivamente fra loro. Avremo così le seguenti figure 
fra loro correlative nella stella: 
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b) Una forma di piani, 
come luogo dei piani determi- 
nati dalie coppie di raggi omo- 
loghi di due fasci di raggi pro- 
jettivi nella stella. 

Tagliando la forma di piani, 
ora generata, con un piano qua- 
lunque non passante pel centro S 
della stella, si ottengono le tan- 
genti di una conica. 

Projettando dal centro S della 
stella le tangenti di una conica, 
si ottiene la forma di piani che 
viene prodotta dai due fasci pro- 
iettivi di raggi della stella. 



a) Una forma di raggi, 
come luogo delle intersezioni 
delle coppie di piani corrispon- 
denti, in due fasci projettivi di 
piani. 

Risulta subito: 

Tagliando la forma di raggi, 
ora generata, con un piano qua- 
lunque non passante pel centro S 
della stella, si hanno i punti di 
una conica. 

Viceversa: 

Projettando dal centro S di 
una stella i punti di una conica, 
il cui piano non passi per il 
centro della stella, si ottiene la 
forma di raggi della stella, prò- 
dotta da due fasci projettivi di 
piani nella stella. 

2. L'insieme dei raggi della forma ora considerata, riguardati 
come complessi dei loro punti, costituisce uno spazio particolare 
e continuo di punti, che chiameremo una superficie conica di 2.° or- 
dine, o semplicemente un cono quadrico. Il centro 5 della stella 
dicesi il vertice del cono; i raggi che lo costituiscono si chiamano 
le generatrici, e finalmente dicesi base o direttrice ogni conica 
sezione del cono con un piano non passante pel vertice. Tale 
conica dicesi poi base o direttrice del cono, perchè il cono non 
è altro che il luogo del raggio che dal vertice projetta un punto 
variabile che descrive la base. Ogni piano che projetta dal ver- 
tice del cono una tangente della base si dice un piano tangente al 
còno; e precisamente tangente lungo la generatrice che projetta 
il punto di contatto della tangente considerata; onde la genera- 
trice stessa del cono si dice la generatrice di contatto di quel piano 
tangente. 

Risulta subito: 

Ogni piano condotto pel ver- 
tice del cono lo sega in due 
generatrici al più. 



Per ogni raggio passante pel 
vertice del cono passano al più 
due piani tangenti di esso. 
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Per la proprietà a sinistra il cono dicesi appunto di 2. ordine, 
e possiamo osservare che la stessa proprietà equivale al dire che 
ogni retta presa ad arbitrio nello spazio sega il cono in due punti 
al più. 

Per la proprietà poi a destra il cono dicesi di 2.* classe, e 
la proprietà stessa equivale al dire che per ogni punto preso ad 
arbitrio nello spazio passano al più due piani tangenti al cono. 

Si esprime poi che il cono considerato è di 2. ordine ed in- 
sieme della 2. a classe, col dire che esso cono è di 2. grado. 

3. Dalle proprietà della conica base, col mezzo della proje- 
zione, nascono subito corrispondenti proprietà dei coni quadrici; 
e noi ci limiteremo semplicemente ad enunciarne le principali: 



Ogni piano tangente del cono 
può definirsi come il piano di 
due generatrici consecutive. 



Ogni generatrice del cono 
può definirsi come l'intersezione 
di due piani tangenti consecu- 
tivi. 

Un cono è cioè determinato come complesso delle sue gene- 
ratrici, o come inviluppo dei suoi piani tangenti. Tali due gene- 
razioni del cono sono correlative nella stella. Un raggio della 
stella è esterno al cono, se da esso possono condursi due piani 
tangenti al cono; è interno invece nel caso contrario. 



Projettanio da due genera- 
trici fisse una generatrice varia- 
bile del cono, si ottengono due 
fasci projettivi di piani; e al 
piano dei loro assi, consideralo 
come appartenente all'un fascio, 
corrisponde il piano tangente al 
cono lungo l'asse dell'altro fascio. 



Tagliando due piani tangenti 
fissi con un piano tangente va- 
riabile, si ottengono due fasci di 
raggi fra loro progettivi, e al- 
l' intersezione dei loro piani, con- 
siderata come appartenente all' un 
fascio, corrisponde la generatrice 
di contatto del piano dell'altro 



fascio. 
4. Un cono quadrico è determinato: 



Da cinque generatrici op- 
pure da quattro generatrici e dal 
piano tangente lungo una di 
esse; da tre generatrici e dai 
piani tangenti lungo due di esse. 



Da cinque piani tangenti; 
oppure da quattro piani tan- 
genti ' e dalla generatrice di con- 
tatto di uno di essi; o final- 
mente da tre piani tangenti e 
dalle generatrici di contatto di 
due di essi. 
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Un angolo poliedro sarà cir- 
coscritto al cono quando le sue 
faccie sono piani tangenti al 
cono: 

Ogni angolo esaedro sem- 
plice circoscritto al cono è un an- 
golo esaedro di Brianchon; cioè 
i suoi tre piani diagonali pas- 
sano per una stessa retta, ecc. 
5. Crediamo inutile di enunciare le conseguenze dei teoremi 
di Pascal e Brianchon; soltanto è bene rammentare, anche per 
un cono di 2.° grado, le seguenti proprietà che nascono, al so- 
lito, colla projezione dalle corrispondenti della conica base: 



Un angolo moltispigolo sarà 
inscritto nel cono, quando i suoi 
spigoli sono generatrici del cono. 

Ogni angolo esaedro sem- 
plice inscritto nel cono è un 
angolo esaedro di Pascal; cioè 
i suoi tre spigoli diagonali sono 
in un piano, ecc. 



Dato un cono di 2.° grado 
ed un raggio / della stella, a 
cui esso cono appartiene, resta 
determinato un piano X ( che 
chiameremo piano polare del 
raggio / della stessa colle se- 
guenti definizioni: 

a) X, è il piano che con- 
tiene i raggi conjugati armonici 
di /, rispetto alle coppie di raggi 
in cui i piani passanti per / se- 
gano il cono. 

b) X, è il piano che con- 
tiene gli spigoli diagonali degli 
angoli quadrispigoli semplici in- 
scritti nel cono, e di cui due 
spigoli opposti sono quelli in 
un piano passante per /. 



e) Il piano X, è quello che 
contiene i raggi della stella a cui 
appartiene il cono, e nei quali 
si segano le coppie di piani tan- 



Dato un cono di 2.° grado 
ed un piano X della stella, a cui 
esso cono appartiene, resta de- 
terminato un raggiò /, della 
stella stessa che chiameremo 
asse o raggio polare di X colle 
seguenti tre definizioni: 

/, è il raggio per cui pas- 
sano i piani conjugati armonici 
di X, rispetto alle coppie di piani 
tangenti, che dai vari raggi della 
stella, situati in X, si possono 
condurre al cono. 

/, è il raggio ove si ta- 
gliano i piani diagonali degli an- 
goli tetraedri semplici circoscritti 
al cono, dei quali sono faccie 
opposte, due piani tangenti al 
cono condotti per un raggio del 
piano X e della stella cui ap- 
partiene il cono. 

Il raggio /, è la retta per la 
quale passano i piani determi- 
nati dalle coppie di generatrici 
di contatto dei piani tangenti al 



GEOMETRIA PROJETTIVA. 203 



cono, condotti per i raggi pas- 
santi per il vertice del cono e 
situati nel piano Jt. 



genti al cono, lungo le gene- 
ratrici in cui i piani passanti per / 
segano il cono. 

Dunque: 

II piano polare di un raggio rispetto al cono non è altro che il 
piano che ha per asse polare quel raggio; il piano polare di una 
generatrice è il piano tangente lungo la generatrice stessa; e Vasse 
polare di un piano tangente è la generatrice di contatto. Finalmente: 
i piani polari dei raggi di un fascio formano un fascio di piani 
projettivo al fascio di raggi. 

Chiameremo sistema polare il sistema formato da ogni raggio 
della stella che ha il centro nel vertice del cono, al quale raggio 
sia coordinato il relativo piano polare rispetto al cono; e il cono 
sarà detto cono direttore del sistema polare. 

Due figure polari reciproche rispetto al cono sono figure che 
si deducono l'ima dall'altra colla legge delle figure correlative nella 
stella; cioè sono figure tali che ad un raggio ed un piano, che 
fra loro si appartengono, nell'una figura, corrisponde rispettiva- 
mente un piano ed un raggio, che fra loro si appartengono, nel- 
l'altra figura; dicendo sempre in generale che due elementi si ap- 
partengono quando l'uno contiene l'altro. 

6. In una parola: 

II sistema polare di un cono quadrico nasce dal progettare dal 
vertice del cono il sistema polare di una conica direttrice, nello 
stesso modo che, tagliando un cono quadrico ed il relativo sistema 
polare con un piano non passante pel vertice del cono, si ottiene una 
conica ed il relativo sistema polare. 

In particolare projettando due punti conjugati rispetto alla co- 
nica base, si ottengono due raggi conjugati rispetto al cono, 
cioè due raggi tali che l'uno appartiene al piano polare dell'altro; 
e projettando due rette conjugate rispetto alla conica base, si ot- 
tengono due piani conjugati rispetto al cono, cioè due piani tali 
che l'uno passa, per l'asse polare dell'altro. 

Projettando un triangolo polare della conica base, si. ottiene 
un triedro polare del cono, cioè un triedro tale che ogni spigolo 
ha per piano polare la faccia opposta, e cosi via, ecc. 

7. Se il vertice del cono quadrico è il punto all'infinito di 
una retta data p, allora il cono quadrico dicesi un cilindro qua- 
drico di 2. grado. 
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Il cilindro quadrico non è altro adunque che il luogo delle 
rette punteggiate parallele ad una retta fissa, condotte dai diversi 
punti di una conica data; e si dice poi cilindro iperbolico o pa- 
rabolico o ellittico, secondo che la conica base è rispettivamente 
un'iperbole, una parabola, un'ellisse. 

Il cilindro iperbolico è tagliato dal piano all'infinito in due 
generatrici distinte all'infinito; il cilindro parabolico in due ge- 
neratrici coincidenti all'infinito, cioè è toccato dal piano all'infi- 
nito; e finalmente il cilindro ellittico non ha alcuna generatrice 
all'infinito. 

Nel cilindro ellittico ed iperbolico dicesi asse la retta condotta 
pel centro dell'ellisse o iperbole base, e parallela alle generatrici 
del cilindro. Se la base del cilindro è un cerchio, e l'asse è per- 
pendicolare al piano del cerchio si ha il cilindro retto o cilindro 
ordinario. Egualmente se la base di un cono quadrico è un cerchio 
e il vertice del cono è sulla perpendicolare al piano del cerchio 
condotta per il centro del cerchio stesso, il cono quadrico si dice 
cono retto o cono di rotazione, e può concepirsi appunto generato 
da un lato di un angolo completo, quando il piano di esso an- 
golo ruota intorno all'altro lato. 

8. Due coni quadrici abbiano vertici differenti; una genera- 
trice g comune, e lungo di essa lo stesso piano tangente fi. I 
piani a, /3, y condotti arbitrariamente per g segano ulteriormente 
ciascuno dei coni in un'altra generatrice. Le generatrici dei due 
coni situate rispettivamente nei piani a, /3, y si seghino nei punti 
A 9 B, C. Il piano o> = ABC segherà i due coni in due coniche 
che passano per i punti A, 5, C, <*g; e che hanno nel punto &g 
la stessa tangente wp, dunque: 

Se due coni quadrici, aventi vertici differenti, hanno una gene- 
ratrice comune e lungo essa lo stesso piano tangente, si segano inoltre 
lungo una conica. 

Allo stesso modo si dimostra: 

Se due coniche, situati in piani differenti, hanno una tangente 
comune, .e lo stesso il punto di contatto di essa tangente, le due co- 
niche sono poste in uno stesso cono di 2. grado. 

Se ora per una delle due coniche date assumiamo un cerchio, 
avremo il teorema: 

Una conica pub sempre riguardarsi come la procione di un 
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cerchio fatta da un centro sul piano della conica stessa; oppure come 
la sezione di un cono a base circolare. 

Di qui T antico nome di sezioni coniche alle curve prodotte da 
due fasci pfojettivi di raggi in un piano. 

§ 7. Forme elementari del 2* ordine dello spazio. — Quadriche gobbe. 

1. Nello spazio possiamo concepire due forme elementari di 
2.0 ordine prodotte da forme fondamentali di i. a specie fra loro 
projettive e sono le seguenti: 



La forma composta delle 
rette in cui si tagliano le cop- 
pie di piani corrispondenti in 
due fasci projettivi di piani i 
cui assi non si tagliano. 



La forma composta delle 
rette che congiungono le cop- 
pie di punti corrispondenti di 
due punteggiate projettive non 
poste nello stesso piano. 



È chiaro che le due forme sono correlative nello spazio , ma 
di più esse non danno che un'unica forma di rette generata in 
due modi diversi fra loro correlativi, perchè la generazione del- 
l'una vale per l'altra. Ed invero ciascun fascio di piani è tagliato 
dall'asse dell'altro fascio projettivo al primo in una punteggiata; 
e le due punteggiate che cosi si hanno sono projettive perchè 
sezioni di due fasci projettivi di piani; e le rette intersezioni delle 
coppie di piani corrispondenti non sono altro che le rette che 
congiungono le coppie di punti corrispondenti delle due punteg- 
giate projettive non poste nello stesso piano: dunque la forma a 
sinistra ha anche la generazione della forma a destra e viceversa. 

2. Lo spazio adunque contiene una sola forma elementare di 
2.° ordine che è composta di rette e che chiameremo serie rigata o 
rigata semplicemente. Gli elementi della serie rigata sono adunque 
le rette che diconsi le generatrici di essa. Per la generazione a 
sinistra le generatrici di una serie rigata diventano quelle di un 
cono quadrico se gli assi dei due fasci si tagliano. Per la gene- 
razione a destra le rette di una serie rigata diventano il sistema 
delle tangenti di una conica se le due punteggiate projettive sono 
in un piano. 

3. Nella serie rigata diconsi direttrici della serie gli assi dei 
due fasci projettivi di piani oppure le rette delle due punteggiate 
che servono a generare la serie rigata. Le due direttrici non 
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tagliandosi, ne segue che anche due generatrici quali si vogliano 
della serie rigata non si possano tagliare. Inoltre una retta con- 
dotta per un punto di una generatrice ad incontrarne altre due, 
incontra anche tutte le altre; perchè una tal retta sega i due fasci 
projettivi di piani generatori della serie rigata in due punteggiate 
projettive sovrapposte che hanno tre punti uniti nei punti ove la 
retta sega le tre generatrici; epperò tutti gli altri punti dovendo 
essere uniti, dovrà la retta tagliare tutte le altre generatrici. La 
retta cosi costruita, che si ottiene come intersezione dei piani 
che projettano da un punto di una generatrice le altre due, non 
può essere in uno stesso piano né coli' una né con l'altra delle 
due direttrici, altrimenti due generatrici delle serie rigate sareb- 
bero in un piano, il che è impossibile. 

4. Quindi le due direttrici e questa retta formano il sistema 
di tre rette che a due a due non si tagliano, onde per un punto 
di una di esse non si può condurne che una ed una soia retta 
ad incontrare le altre due; quindi la serie rigata é costituita es- 
senzialmente di tutte le rette che tagliano le due direttrici e questa 
terza retta; cioè la serie rigata è anche costituita dalle rette ove 
si tagliano le coppie di piani che dai punti di una direttrice pro- 
jettano la rimanente direttrice e la terza retta assunta. Ciò equi- 
vale a dire adunque che la serie rigata è prodotta anche da due 
fasci projettivi di piani aventi per essi una delle direttrici e la 
terza retta assunta: cioè questa terza retta può essere sostituita 
ad una qualunque delie direttrici per generare la serie rigata. Di- 
remo perciò direttrice anche questa retta: e risulta quindi che 
una serie rigata ammette un' infinità di direttrici che si ottengono 
come intersezioni delle coppie di piani che dai punti di una ge- 
neratrice ne projettano altre due; e la serie rigata può essere 
definita come luogo delle rette che tagliano tre qualunque delle 
sue direttrici. 

5. Da ciò che precede risulta che viceversa date tre rette che 
a due a due non si tagliano determinano come direttrici una serie 
rigata luogo delle rette che tagliano le tre date. Quindi anche 
le direttrici di una serie rigata formano una serie rigata della 
quale sono direttrici invece le generatrici della prima. 

Possiamo dire perciò: 

In una serie rigata una generatrice variabile determina sopra 
due direttrici fisse due punteggiate projettive. 
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Od anche: 

Una generatrici variabile viene projettata da due direttrici fisse 
da due fasci projettivi di piani. 

6. La totalità dei punti delle generatrici di una serie rigata 
è anche quella dei punti delle direttrici perchè per ogni punto di 
una generatrice passa una direttrice e viceversa. 

I punti nominati diremo formare una superficie rigata perchè 
generata (anzi in due modi diversi) da una retta che si move 
nello spazio con una legge determinata, la legge data perchè la 
retta generi una serie rigata; si dirà poi superficie gobba perchè 
due posizioni della generatrice non sono mai in uno stesso piano; 
e la diremo superficie gobba del 2.° ordine, brevemente quadrica 
gobba, perchè una retta fuori di essa non la può segare che in 
due punti al più; perchè se la taglia in tre punti è contenuta per 
intero nella superficie. Sostanzialmente, in poche parole, la qua- 
drica gobba non differisce dalla serie rigata, se noi consideriamo 
tutte le rette ossia tutti gli elementi della serie rigata; ma sol- 
tanto lasciamo sempre il nome di serie rigata alla forma elemen- 
tare di 2.° ordine dello spazio, volendo intendere con ciò anche 
la forma che si "ha considerando un certo numero anziché tutte 
le rette della forma. 

7. Una quadrica gobba contiene adunque una serie rigata e 
quella delle sue direttrici le quali due serie rigate formano i due 
sistemi di generatrici della quadrica. Cosi in una quadrica gobba 
due generatrici di uno stesso sistema non si tagliano (perchè non 
sono altro che due generatrici di una stessa serie rigata) ; invece 
due generatrici di sistemi differenti si tagliano (perchè una è ge- 
neratrice l'altra è direttrice di una serie rigata). 

8. Le generazioni della quadrica gobba sono quelle della serie 
rigata cioè una qnadrica gobba può essere prodotta da due fasci 
projettivi di piani; da due punteggiate projettive od anche come 
luogo delle rette che si appoggiano a tre rette fisse che a due 
a due non si tagliano. 

Dalla prima generazione risulta subito: 

Un piano qualunque dello spazio non appartenente ai due fasci 
generatori della quadrica taglia la quadrica in una conica o in 
caso particolare nel sistema di due rette, cioè in due generatrici di 
sistemi differenti. 
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Ed infatti il piano in discorso taglierà i due fasci projettivi 
in due fasci in generale projettivi di raggi che quindi produr- 
ranno una conica che è la sezione del piano colla quadrica. Il 
caso particolare che il piano contenga una generatrice della qua- 
drica, cioè la intersezione di una coppia di piani corrispondenti dei 
due fasci projettivi di piani generatori della quadrica, si ha quando 
i due fasci projettivi di raggi in cui il piano sega i due fasci projet- 
tivi di piani sono prospettivi e il piano segante taglia allora la 
quadrica secondo la generatrice per cui passa che è il raggio 
unito dei due fasci projettivi, e la retta luogo dei punti ove si 
tagliano le coppie di raggi corrispondenti dei due' fasci prospet- 
tivi di raggi. Anche poi ciascun piano dell'uno e dell'altro fascio 
generatori della quadrica taglia evidentemente la quadrica nel si- 
stema di due generatrici. 

Quindi : 

Un piano qualunque taglia una quadrica gobba o secondo una 
conica o nel sistema di due rette che sono due generatrici di sistemi 
differenti della quadrica. 

9. È facile il vedere il teorema correlativo del precedente nello 
spazio; cioè: 

Projettando da un punto qualunque le generatrici dell'uno o 
dell'altro sistema di una quadrica si ottengono i piani tangenti di 
un cono quadrico che ha il vertice nel punto preso se il punto è 
fuori della quadrica; oppure si ottengono due fasci di piani aventi 
per assi le due generatrici (di sistemi differenti) passanti per quel 
punto se il punto t sulla quadrica. 

Diremo piano tangente ad una quadrica gobba ogni piano che 
projettando una generatrice dell' un sistema ne contiene una de- 
terminata dell'altro sistema. 

Il punto comune alle due generatrici sarà il punto di contatto 
del piano tangente che le contiene. Ogni punto della quadrica è 
dunque punto di contatto di un determinato piano tangente in quel 
punto alla quadrica. 

Se per il punto M di contatto di un piano tangente p> ad una 
quadrica immaginiamo un altro piano v segante la quadrica in 
una conica Cy (2> , dico che p-v sarà la tangente in M alla conica CyW. 

Infatti immaginiamo la quadrica prodotta da due fasci projet- 
tivi di piani e l'asse di uno dei fasci per M 9 sia cosi una delle 
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generatrici della quadrica passanti per M. Se JV è quindi il punto 
ove l'altro asse sega Cv&\ risulta che nei due fasci projettivi ge- 
neratori della conica Cv& aventi i centri in Af, N alla retta MN 
del fascio di centro N corrisponde la tangente p; perchè tali 
rette sono le sezioni del piano v con due piani corrispondenti 
nei due fasci di piani generatori della quadrica; dunque è vero 
che t*v è tangente in Af a Cv&\ Il piano, che già abbiamo detto 
tangente in un punto M alla quadrica, contiene appunto le rette 
che ^egano la quadrica in due punti infinitamente vicini; ossia 
le rette tangenti in M alla quadrica. Il piano tangente stesso 
può essere determinato cosi da due di quelle rette tangenti, op- 
pure da una di essa e da una sola delle generatrici della quadrica 
passante pel punto M, nel quale si vuole determinare il piano 
tangente. 

Pel teorema dimostrato nel n.° 5 risulta subito: 
I piani tangenti ad una quadrica nei punti di una stessa ge- 
neratrice formano un fascio proiettivo alla punteggiata dei loro punti 
di contatto corrispondendo ad ogni piano del fascio il relativo punto 
di contatto. 

Per ciò che precede possiamo inoltre enunciare il teorema: 
I piani tangenti ad una quadrica gobba SW passanti per uno 
stesso punto P dello spazio formano il sistema dei piani tangenti ad 
un cono di 2. grado, se il punto P è fuori della quadrica; oppure 
formano due fasci di piani, se il punto P è un punto della qua- 
drica ; e i fasci di piani hanno per assi le rette della quadrica pas- 
santi per P. 

Quando il punto P è un punto fuori della quadrica, pos- 
siamo certamente condurre per P una sola retta a tagliare due 
rette quali si vogliano d v d v prese nella rigata 2 ,(2) di un sistema 
di generatrici. Se diciamo con M ed N 1 i punti ove la retta nomi- 
nata sega le d v d v rispettivamente, per M passerà una retta g x 
dell'altro sistema 2 (2) di generatrici, che segherà d % nel punto M 1 
che corrisponde ad M, nelle due punteggiate projettive, in cui una 
retta variabile di jgW taglia le due rette d t d % fisse di Z' (2) . E 
allo stesso modo per N* passerà una retta g % di 2 (2) che se- 
gherà d x nel punto N corrispondente di N*. Segue da ciò che 
le rette PAf ' e PN sono le generatrici di contatto dei piani tan- 
genti Pd v Pd t al cono di 2. grado determinato come inviluppo 
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2 IO GEOMETRIA PROJETTIVÀ. 



dei piani tangenti alla quadrica passanti pel punto P; e PM' e PN 
sono anco le rette che projettano da P i punti M' 9 N di contatto 
dei piani tangenti Pd v Pd % alla quadrica. Osservando che alle stesse 
conclusioni si arriverebbe, assumendo due altre rette di 2'< 2) , ri- 
sulta adunque: 

I piani tangenti ad una quadrica condotti per un punto P fuori 
di essa sono i piani tangenti al cono di 2. grado, luogo delle tan- 
genti condotte da P alla quadrica; tali tangenti non essendo altro 
che le rette che projettano da P i punti di contatto dei piani tan- 
genti alla quadrica passanti pel punto stesso P. 

10. Sia P un punto fuori della quadrica S^; e prendiamo tre 
piani tangenti passanti per P. I loro tre punti di contatto de- 
terminano certamente un piano 7r t ; perchè non possono essere 
in linea" retta, altrimenti quella retta apparterrebbe ad SW e pas- 
serebbe per P, come retta comune ai tre piani considerati tan- 
genti ad SW; e quindi P sarebbe un punto della quadrica, contro 
l'ipotesi. 

II piano 7r, segherà certamente la quadrica in una conica CW; 
poiché, al solito, se ciò non fosse, il punto P sarebbe un punto 
della quadrica, dovendo essere il punto di contatto del piano tan- 
gente stesso 7r t . Ora projettando da P i punti e le tangenti di 
CW, si ottiene un cono di 2. grado e i relativi piani tangenti; 
e il cono cosi ottenuto ha evidentemente con quello, luogo delle 
tangenti alla quadrica condotta da P, tre generatrici e tre piani 
tangenti comuni; onde i due coni coincidono, quindi: 

I punti di contatto dei piani tangenti ad una quadrica condotti 
per un punto fuori di essa, 0, ciò che è lo stesso, i punti di con- 
tatto delle tangenti di una quadrica condotte per un punto fuori di 
essa, sono i punti di una conica. 

Viceversa poi si vede allo stesso modo: 

I piani tangenti di una quadrica nei punti di una medesima co- 
nica di essa quadrica passano tutti per uno stesso punto. 

11. Ogni punto P situato fuori di una quadrica è dunque ver- 
tice di un cono di 2. grado P< 2 >, luogo delle tangenti alla qua- 
drica passanti per P. Questo cono ha in comune colia quadrica 
una conica C f W luogo dei punti di contatto delle tangenti no- 
minate; od anche luogo dei punti di contatto dei piani tangenti 
alla quadrica condotti per P. Il cono P( 2) , e la quadrica sono 
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tangenti, lungo quella conica; perchè nei punti di essa conica i 
piani tangenti alla quadrica sono anche i piani tangenti al cono. 
Il cono PW si dice quindi cono circoscritto alla quadrica , o cono 
involvente o toccante la quadrica lungo la conica C/*>. 

12. Le proprietà elementari ora svolte sulle serie rigate e sulle 
quadriche gobbe, possono servire a dimostrare i teoremi fonda- 
mentali sulle coniche; e quindi anche sui coni quadrici, indipen- 
dentemente affatto dall'omologia; definendo una conica: il luogo 
dei punti d'intersezione delle coppie di raggi corrispondenti di due 
fasci projettivi in un piano. 

Intanto, come abbiamo già detto anche in addietro, i teoremi 
fondamentali sulle coniche, sono i seguenti: 

Projettando da due punti fissi di una conica (come veniamo 
ora da definire) un punto variabile di essa, si ottengono due fasci 
projettivi di raggi; e alla retta che unisce i centri considerata come 
raggio dell' un fascio, vi corrisponde la tangente nel centro dell'altro 
fascio (definendo la tangente come si è detto alla pagina 123). 

L'altro teorema fondamentale è il seguente: 

Tagliando con una tangente variabile due tangenti fisse di una 
conica, si ottengono due punteggiate projettive; e al punto d' incontro 
delle due tangenti considerato come appartenente ad una punteggiata, 
ossia ad una tangente, vi corrisponde il punto di contatto dell'altra 
tangente. 

I teoremi ora enunciati derivano subito dall' osservare che come 
tagliando una quadrica con un piano, non tangente alla quadrica, 
si ottiene una conica, reciprocamente, per una conica data come 
prodotto di due fasci projettivi di raggi possiamo concepire con- 
dotte infinite quadriche. Ed invero per i centri dei fasci genera- 
tori della conica, e fuori del piano di essa, immaginiamo con- 
dotte due rette arbitrariamente, ma non poste in uno stesso 
piano. Projettando da queste due rette i raggi dei due fasci pro- 
jettivi che producono la conica, si otterranno due fasci projettivi 
di piani i quali producono evidentemente nna delle quadriche ri- 
chieste. 

Determinata cosi una quadrica qualunque passante per la co- 
nica data, il teorema primo è subito dimostrato pel secondo teo- 
rema del n.° 5 e pel teorema del n.° 9; e per il primo teorema 
del n.° 5, projettando, sul piano della conica, da un centro fuori 
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del piano della conica e fuori della qnadrica le due punteggiate 
projettive, che le generatrici dell' un sistema determinano su due 
generatrici dell'altro, si ottiene subito il secondo teorema fon- 
damentale. 

E finalmente si può pure dimostrare reciprocamente: 

Le rette che congiungono le coppie di punti corrispondenti in due 
punteggiate projettive in un piano, formano sempre il sistema delle 
tangenti di una conica (sempre definita come prodotto di due 
fasci prò j etti vi in un piano). 

Tal teorema è fondamentale qualora si vogliano considerare 
le coniche determinate come inviluppi delle loro tangenti. 

Per dimostarlo, basta projettare le due punteggiate projettive 
date da un centro fuori del loro piano. Indi per i punti, che corri- 
spondono al punto comune alle due punteggiate, immaginare due 
rette, una nel piano projettante Puna punteggiata, l'altra retta nel 
piano proiettante l'altra punteggiata; per modo che le due rette 
così condotte non siano nello stesso piano. I due fasci di raggi che 
projettano le due punteggiate date sono tagliate dalle rette ora 
condotte in due punteggiate projettive; e le rette che uniscono 
le coppie di punti corrispondenti costituiscono un sistema di ge- 
neratrici di una quadrica, la cui sezione col piano delle due pun- 
teggiate date è una conica, le cui tangenti sono appunto le rette 
che uniscono le varie coppie di punti corrispondenti nelle due 
punteggiate projettive date. 
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CAPITOLO VI. 



Proj etti vita delle forme elementari di l. a specie. 



§ I. Definizioni e teuremi sulle forme elementari proiettive di /.* e 
2* ordine. 

1. Abbiamo già denominate forme elementari le tre forme fon- 
damentali di i. a specie e le cinque seguenti figure: 



1) Un numero qualunque 
o anche la totalità dei punti di 
una conica. 

3) Un numero qualunque 
o anche la totalità delle gene- 
ratrici di un cono di 2. grado. 



2) Un numero qualunque 
o anche la totalità delle tan- 
genti di una conica. 

4) Un numero qualunque 
o anche la totalità dei piani tan- 
genti di un cono di 2. grado. 



5) Un numero qualunque o anche la totalità delle rette di 
una serie rigata, ossia delle rette di un sistema di generatrici in 
una quadrica gobba. 

Le prime tre forme elementari, cioè le forme fondamentali di 
1.* specie, sono già dette più particolarmente forme elementari di 
i.° ordine oppure forme di i« specie e di i.° ordine; mentre le 
cinque ora definite sono già state denominate forme elementari del 
2. ù ordine oppure forme di i. a specie e di 2. ordine. Le forme 
elementari di 2. ordine sono cioè prodotte dalle forme elemen- 
tari di i.° ordine riferite a due a due projettivamente. 

2. Vogliamo subito estendere il concetto di forma armonica 
anche alle forme di 2. ordine. 

A tal fine osserviamo che, projettando da due punti di una 
conica altri quattro punti di essa, si ottengono due fasci di raggi 
projettivi onde se uno di tali fasci è armonico, è armonico anche 
l'altro. Avuto ora riguardo alla proprietà correlativa di questa e 
alle analoghe per il cono di 2. grado, le quali si ottengono colla 
projezione da quelle delle coniche; e finalmente rammentandoci, 
che le generatrici di una serie rigata determinano sopra due di- 
rettrici due punteggiate projettive (oppure rammentando, che da 



214 



GEOMETRIA PROJETTIVA. 



due direttrici projettando le generatrici si ottengono due fasci 
projettivi di piani) risultano allora naturalmente le seguenti de- 
finizioni: 



i) Quattro punti di una co- 
nica si diranno armonici, quando 
vengono projettati da un quinto 
punto in un fascio armonico di 
raggi. 

Il quinto punto può coinci- 
dere con uno dei quattro punti 
dati, intendendo allora che il 
raggio projettante sia appunto 
la tangente alla conica in esso 
punto. 

3) Quattro generatrici di 
un cono di 2. grado si di- 
ranno armoniche, quando ven- 
gono projettate da una quinta 
in un fascio armonico di piani. 
La quinta generatrice può 
coincidere con una delle quattro 
date, intendendo allora che il 
piano projettante quella gene- 
trice da sé stessa, sia appunto 
il piano tangente al cono lungo 



2) Quattro tangenti di una 
conica si diranno armonicht, 
quando vengono tagliate da una 
quinta in una punteggiata ar- 
monica. 

La quinta tangente può es- 
sere una delle quattro date, in- 
tendendo appunto che l'inter- 
sezione della tangente con sé 
stessa sia il relativo punto di 
contatto. 

4) Quattro piani tangenti 
di un cono di 2. grado si di- 
ranno armonici, quando vengono 
tagliati da un quinto in un fascio 
armonico di raggi. 

Il quinto piano tangente, può 
essere uno dei quattro dati, in- 
tendendo allora che l'interse- 
zione del piano con se stesso 
sia appunto la generatrice di con- 
tatto di esso piano tangente. 



quella generatrice. 

5) Quattro generatrici di una serie rigata si diranno armo- 
niche quando vengono tagliate da una direttrice, o projettate da 
una direttrice in una punteggiata armonica o in un fascio ar- 
monico. 

3. Per le definizioni date, la costruzione delle forme armo- 
niche nelle forme elementari di 2. ordine é evidentemente ricon- 
dotta alla costruzione delle forme armoniche, già indicata, per le 
forme fondamentali di 1.* specie: e per le forme armoniche delle 
forme elementari di 2. ordine valgono cosi tutte le proprietà 
delle forme armoniche nelle forme elementari di i.° ordine, ossia 
delle forme fondamentali di 1.* specie; e ne estenderemo anche 
le definizioni. 
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Così per le forme elementari di 2.° ordine sarà pur vero che 
se una forma è armonica, essa rimane tale anche permutando 
fra loro i primi due o gli ultimi due elementi; oppure ponendo 
i primi due elementi al posto degli ultimi due, ecc. 

Anche qui, gli elementi che, anche permutati fra loro, con- 
servano sempre alla forma la proprietà di essere armonica, si di- 
ranno elementi conjugati. 

4. Dati tre elementi, presi in un certo ordine, sarà unico e de- 
terminato il quarto elemento della forma di 2.° ordine, che coi 
primi dà una forma armonica. Cosi dati tre punti A, B 9 C di una 
conica sarà unico il quarto punto jD, che rende armonica la forma: 
AB CD. Per trovare D, basta projettare da un punto qualunque 
E della conica i punti A, B 9 C; e costruire il raggio d del fascio 
di centro E, che costituisce coi tre raggi; EA , EB, EQ il fascio: 
(EA y EB 9 EC 9 d) armonico. Il raggio d segherà di nuovo la conica 
nel punto D richiesto; e se i fosse tangente in E alla conica, 
sarebbe allora E il punto domandato. 

Per trovare D, si può anche operare cosi. Immaginiamo le 
tangenti in A e B alla conica (fig. 106) e sia P il loro punto co- 
mune la retta CP segherà di nuovo la conica in un punto D, 
che è il richiesto. Infatti essendo AB . CP = M sarà; MPCD, 
una forma armonica; e: B (APCD) un fascio armonico di raggi; 
e quindi: AB CD è una forma armonica di punti della conica. 
Immaginiamo le tangenti in C, D; e chiamiamo rispettivamente 
con a, b> e, d le tangenti in A 9 B, C, D; la forma: abed è armo- 
nica. Infatti se: H-=bc 9 K—bd 9 sarà la forma: BPHK armonica; 
e perciò anche le tangenti nominate della conica formeranno, 
nell'ordine scritto, un gruppo armonico. 

Abbiamo cosi il teorema: 

Se in un certo ordine quattro punti di una conica formano un 
gruppo armonico, anche le tangenti nei punti stessi formano in quel- 
l'ordine, un gruppo armonico. E colla projezione da un centro, Si 
ottiene inoltre: 

Se in un certo ordine quattro generatrici di un cono di 2.° grado 
formano un gruppo armonico, anche i piani tangenti lungo quelle 
generatrici formano, nello stesso ordine, un gruppo armonico. 

Dalle definizioni seguono ancora subito le seguenti proprietà: 

Projettando quattro punti armonici di una conica da un punto 
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fuori del piano di essa, si ottengono quattro generatrici armoniche 
del cono progettante la conica dal centro preso. 

Progettando da un punto quattro generatrici armoniche di una 
serie rigata, si ottiene un gruppo armonico di piani tangenti al 

m 

cono di 2.° grado, determinato come inviluppo, dai piani che pro- 
iettano dal punto preso le rette della serie rigata; e, come caso par- 
ticolare, si ottiene un fascio armonico di piani, se il centro di prò- 
je^ionet un punto della quadrica a cui appartiene la serie rigata. 




Fig. 106. 

Tagliando con un piano, non passante pel vertice di un cono di 
2.° grado, quattro generatrici armoniche di esso cono, si ottiene una 
forma armonica di punti della conica, secondo la quale il piano sega 
il cono. 

Tagliando finalmente con un piano quattro generatrici armoniche 

di una serie rigata si ottiene una punteggiata armonica, oppure una 

forma armonica di punti della conica sezione; secondo che il piatto 

segante è o no tangente alla quadrica a cui appartiene la serie 

rigata. 
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5. Esteso così il concetto di forma armonica anche alle forme 
elementari di 2.° ordine, possiamo stabilire ancora le seguenti de- 
finizioni: 

Due forme dementati si diranno projettive, quando ad un ele- 
mento dell'una corrisponde un elemento dell'altra, in modo che ad 
una forma armonica corrisponda una forma armonica. 

Così per ciò che precede risulta subito che la serie dei punti 
di una conica è proiettiva alla serie delle tangenti di essa; es- 
sendo fra loro corrispondenti un punto e la relativa tangente. 

La serie delle generatrici di un cono di 2.° grado è projet- 
tiva alla serie dei piani tangenti di esso cono; essendo corrispon- 
denti fra loro, una generatrice e il relativo piano tangente, ecc. 

Diremo poi in particolare prospettive due forme elementari 
projettive, essenzialmente composte di elementi di natura diffe- 
rente, quando ogni elemento di una delle due forme giaccia nel 
suo corrispondente dell'altra. Cosi gli esempi prima dati di forme 
elementari projettive ci danno anco forme prospettive. 

In particolare projettando da un punto di una conica i vari 
punti di essa si ottiene un fascio prospettivo alla conica. 

E tagliando con un piano, non tangente, una quadrica gobba 
si ottiene una conica che è prospettiva tanto all'uno che all'altro 
sistema di generatrici, ecc. 

Dalla definizione di forme elementari projettive risulta subito 
intanto: Due forme elementari projettive ad una ter^a sono projet- 
tive fra loro. 

6. Dalla definizione stessa di forme elementari projettive segue 
pure: che, se noi abbiamo una forma elementare del i.° ordine, 
ed una del 2.°; oppure due forme elementari del 2.° ordine fra loro 
projettive, ogni forma elementare del i.° ordine prospettiva alla 
forma del 2. ordine è nel primo caso projettiva alla forma ele- 
mentare di i.° ordine; e nei secondo caso, sono fra laro projettive 
due qualunque forme del i.° ordine prospettive alla forma ele- 
mentare di 2.° ordine. Ed invero le due forme elementari di i.* or- 
dine sono in tutti i casi tali che ad un'elemento dell'una corri- 
sponde un elemento dell'altra, sicché ad una forma armonica del- 
l'una corrisponde una forma armonica dell'altra; dunque le due 
forme di i.° ordine sono projettive. 

Viceversa quindi, per riferire projettivamente una forma eie- 



2l8 GEOMETRIA PROJETTIVÀ. 

meritare di i.° ordine ad una di 2.°, oppure per riferire fra loro 
projettivamente due forme elementari di 2.° ordine, basterà riferire 
projettivamente la forma di i.° ordine ad una di i.° ordine pure 
prospettiva a quella di 2.° ordine, oppure riferire projettivamente 
fra loro due forme elementari di i.° ordine prospettive alle due 
forme elementari di 2.° ordine. 

Così per riferire un fascio di raggi projettivamente alla serie 
di punti di una conica, basta riferire projettivamente il fascio di 
raggi al fascio di raggi che projettano da un punto della conica 
i vari punti della conica stessa, ecc. 

Estendendo alle forme elementari, in generale, le definizioni 
di forme sovrapposte e di elementi uniti, date per le forme fonda- 
mentali di i. tt specie, possiamo subito enunciare le seguenti pro- 
prietà delle forme elementari projettive in generale: 

Due forme elementari projettive sovrapposte, aventi tre elementi 
uniti sono congruenti. 

In due forme elementari projettive la corrispondenza tra gli ele- 
menti è determinata quando siano date tre coppie di elementi cor- 
rispondenti. 

7. Per due forme elementari projettive sovrapposte varranno 
pure le cose dette e le altre definizioni date per le forme fonda- 
mentali di i. ft specie. 

In particolare due forme elementari projettive sovrapposte si 
diranno in involuzione od in corrispondenza involutoria, o si dirà 
avere un'involuzione di elementi se ad un elemento sia conside- 
rato dell'una che dell'altra forma corrisponde sempre il medesimo 
elemento. 

Avremo quindi il teorema: 

Due forme elementari sono in involuzione se una coppia di ele- 
menti di esse si corrispondono in doppio modo; cioè: se la pro- 
prietà indicata dalla definizione ha luogo per un sol elemento. 

Due elementi corrispondenti in un'involuzione si diranno ele- 
menti conjugati; ed una corrispondenza involutoria sarà adunque 
determinata da due coppie di elementi conjugati. 

Anche qui si diranno doppi gli elementi uniti di una corri- 
spondenza involutoria, che sarà iperbolica, ellittica o parabolica se- 
condo che ha due elementi doppi oppure non ne ha alcuno, o 
finalmente ne ha due coincidenti. 
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Per l'involuzione di punti e di tangenti di una conica hanno 
luogo i seguenti teoremi fra loro correlativi nel piano: 



Le rette che congiungono le 
coppie di punti coniugati di un'in- 
voluzione di punti sopra una co- 
nica passano per uno stesso punto, 
che dicesi il centro dell'invo- 
luzione. 



I punti d'incontro delle coppie 
di tangenti confugate in una in- 
voluzione di tangenti di una co- 
nica sono punti sopra una stessa 
retta, che dicesi l'asse dell'in- 
voluzione. 



Infatti (a sinistra) siano A, A*\ 5, JB 1 due coppie di punti conju- 
gati dell'involuzione (fig. 107) i fasci A(A'BB'), A'(ABfB) che 




projettano da A, A 1 le due punteggiate in involuzione, saranno 
prospettivi e la retta che unisce i punti 

L = AB.A'B' 9 M=AB i .A'B 

sarà quella in cui si tagliano le coppie di raggi corrispondenti 
dei fasci stessi. D'altra parte dicendo S il punto comune alle 
AA\ BB' la retta LM è la polare di S rispetto alla conica; dunque 
se C, O è un'altra coppia qualunque di punti conjugati dell'invo- 
luzione, la retta CO passerà per S: e. d. d. 

Correlativamente si dimostra il teorema a destra. 
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b bene osservare che, se LM taglia la conica in due punti 
E, F, e quindi il centro S dell'involuzione esterno alla conica, sa- 
ranno E y F i punti doppi dell'involuzione. 

Inoltre l'involuzione data non è altro che quella che nasce 
dal considerare l'omologia armonica che ha per centro 5 e per 
asse la retta LM; nella quale omologia la conica ha per corri- 
spondente se stessa in modo che ad un punto C di essa corrisponde 
il relativo conjugato O nella data involuzione. 

Quindi la tetta LM è Tasse dell'involuzione di tangenti deter- 
minata dall'essere conjugate due tangenti in due punti conjugati 
dell'involuzione data di punti. 

8. Colla projezione da un centro fuori del piano si hanno i 
teoremi e le conseguenze analoghe per la stella. Cioè nella stella 
sono in particolare fra loro correlativi i seguenti teoremi. 



I piani che congiungono le cop- 
pie di generatrici conjugate in una 
data involuzione di generatrici di 
un cono quadrico passano per una 
stessa retta (asse dell' involuzione). 



Le rette in cui si tagliano le 
coppie di piani conjugati di una 
data involuzione di piani tangenti 
ad un cono quadrico, sono situate 
in uno stesso piano. 



Si possono fare sull'involuzione degli elementi di un cono qua- 
drico le analoghe considerazioni che sulle involuzioni degli ele- 
menti di una conica, circa l'omologia armonica della stella avente 
per asse l'asse dell'involuzione data delle generatrici del cono. 

9. In un sistema 2< 8 ) di generatrici di una quadrica gobba S ( * 
si abbia un'involuzione 1 di rette. Se P è un punto qualunque 
dello spazio fuori di S w , allora projettando da P l'involuzione 
di 2 (?) otterremo un'involuzione di piani tangenti al cono circo- 
scritto ad S^ avente il vertice in P; avremo quindi un piano n, 
passante per P, determinato dalle rette in cui si tagliano le coppie 
di piani conjugati dell'involuzione. Queste rette saranno dunque 
raggi del fascio P di 7r,; e ciascun raggio taglierà una coppia di 
rette conjugate di 7r f ; cosichè i raggi stessi saranno quelli che 
congiungono le coppie di punti conjugati dall'involuzione In, in- 
tersezione di 7T r colla involuzione data di 2^. Viceversa adunque 
dato il piano i: l resta determinato il punto P come centro del- 
l'involuzione 1^,. In altri termini: Data un'involuzione I in una 
serie rigata 2 (2) è determinata una corrispondenza tra i punti e i 
piani dello spazio col mezzo della totalità delle rette che tagliano 
le coppie di rette coniugate di I. 
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Il piano 7r, corrispondente ad un punto P si ottiene conducendo 
da P due rette a tagliare due coppie di elementi conjugati di I; 
se il punto P giace sulla quadrica 8<*>, il piano ir r sarà quello de- 
terminato da P e dall'elemento conjugato a quello passante per 
P; se I fosse iperbolica e P giacesse sopra una delle rette doppie 
allora il piano corrispondente di P è il piano tangente in P alla 
quadrica S (2) . 

10. Premesse queste osservazioni sulle forme elementari in 
involuzione, riprendiamo la considerazione delle forme stesse pro- 
iettive semplicemente. 

Possiamo in particolare riferire fra loro projettivamente due 
coniche in un piano, come segue: 



Le serie di punti di due co- 
niche in un piano aventi un 
punto S comune, sono eviden- 
temente riferite fra loro pro- 
jettivamente dal fascio di raggi 
di centro 5; essendo corrispon- 
denti due punti allineati con 5. 
Ogni punto che le due coniche 
hanno in comune fuori di 5, 
è un punto unito. Il punto 5 
è un punto unito, soltanto nel 
caso che le due coniche si toc- 
cano in S. Se le due coniche 
non si toccano in 5, l'una è 
necessariamente in parte esterna 
e in parte interna all'altra; co- 
sicché si taglieranno almeno 
in un altro punto, onde risulta 
che le due serie di punti delle 
due coniche, cosi riferite pro- 
jettivamente, hanno sempre al- 
meno un punto unito, e al più tre. 



Le serie delle tangenti di 
due coniche in un piano aventi 
una tangente s comune sono evi- 
dentemente riferite fra loro pro- 
jettivamente dalla punteggiata s; 
essendo corrispondenti due tan- 
genti che partono da uno stesso 
punto di s. Ogni altra tangente 
fuori di s> comune alle due co- 
niche è un elemento unito delle 
due forme projettive: la tan- 
gente 5, lo è soltanto nel caso 
che le due coniche si toccano 
in uno stesso punto di s. Se 
le due coniche non si toccano 
in uno stesso punto della retta 
5, esse hanno almeno un'altra 
tangente in comune, onde, ri- 
sulta che le due serie di tan- 
genti delle coniche cosi riferite 
projettivamente hanno sempre 
almeno un elemento unito, o ne 



hanno al più tre. 
Projettando da un centro le coniche projettive, ora conside- 
rate, otteniamo, nella stella, coni di 2.° grado aventi una gene- 
ratrice in comune o un piano tangente comune riferiti projetti- 
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vamente, da un medesimo fascio di piani o da un medesimo fascio 
di raggi; cioè le due serie di generatrici dei due coni sono rife- 
rite projettivamente in modo, che due generatrici corrispondenti 
sono quelle cbe si trovano in uno stesso piano del fascio di piani 
e le serie dei piani tangenti dei due coni sono riferite projet- 
tivamente in modo, che due piani corrispondenti sono quelli che 
passano per un medesimo raggio del fascio di raggi. 

11. Supponiamo ora di aver riferito projettivamente la serie dei 
punti di due coniche in un piano e i quattro punti A> 5, C, D che 
possono avere comuni le due coniche, siano quattro punti uniti. 
Il fascio di raggi di centro A riferisce projettivamente le 'due co- 
niche, in modo che due punti corrispondenti sono quelli allineati 
con A; onde ne risulta che le serie dei punti delle due coniche 
così riferite projettivamente, hanno per elementi uniti gli ele- 
menti B, C, D. Ma d'altra parte la corrispondenza nelle due serie 
projettive è determinata dalle tre coppie: D,D; B 9 B; C> C, di ele- 
menti corrispondenti; segue quindi che anche V elemento A do- 
vendo essere, come nell'ipotesi fatta, un punto unito (vedi n. 7), 
le due coniche dovranno toccarsi in A ; epperò coincidere, dunque: 



Se le serie di punti di due co- 
niche, in un piano, sono riferite 
fra loro projettivamente ed hanno 
quattro elementi uniti, esse coni- 
che coincidono. 



Se le serie delle tangenti di 
due coniche, in un piano sono ri- 
ferite fra loro projettivamente ed 
hanno quattro elementi uniti, le 
due coniche coincidono. 



Da questo teorema seguono immediatamente i corrispondenti 
per la stella (facili ad ennunciarsi), e così i seguenti: 

Ss una conica è riferita projettivamente ad una serie rigata, 
alla serie delle generatrici di un cono di 2° grado, e pia di tre punti 
della conica giacciono nelle corrispondenti generatrici della 2. a forma 
ciò avverrà per tutti i punti della conica. 

Ed analogamente: 

Se la serie dei piani tangenti di un cono di 2. grado è riferita 
projettivamente ad una serie rigata, alle serie delle tangenti di una 
conica e se pia di tre piani tangenti passano per le corrispondenti 
rette, ciò avverrà per tutti i piani tangenti al cono. 



12. Se in un piano un fascio 
di raggi è riferito projettivamente 
alla serie dei punti di ^una co- 



Se in un piano una punteg- 
giata t riferita projettivamente 
alla serie delle tangenti di una 
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nica, passeranno al più tre raggi 
del fascio per i corrispondenti 
punti della punteggiata, e pas- 
serà almeno un raggio per il suo 
punto corrispondente; e se più di 
tre raggi passano per i loro punii 
corrispondenti, il fascio di raggi 
sarà prospettivo alla serie dei 
punti della conica. 



conica, passeranno al più tre tan- 
genti della conica, per i corri- 
spondenti punti della punteggiata 
ed almeno una tangente della co- 
nica passerà pel suo punto cor- 
rispondente; e se più di tre punti 
della punteggiata giaceranno nelle 
corrispondenti tangenti, la pun- 
teggiata sarà prospettiva aliasene 
delle tangenti. 

Infatti (a sinistra) sia P il centro del fascio projettivo alla 
conica punteggiata C (2 > e sia S un punto di C$h Projettando da S 
i punti di C&\ si ottiene un fascio prospettivo a C<*>, epperò 
projettivo ai fascio di centro P. I due fasci nominati producono 
una nuova conica Q®\ riferita projettivamente a C< 2 >, mediante 
il fascio di centro 5, prospettivo alle due coniche. Le due co- 
niche, o si toccheranno in 5, ed allora 5 sarà un elemento unito 
ed anche un punto di C (2 > per cui passa il suo raggio corrispon- 
dente nel fascio di centro P projettivo a C ,8 >; oppure C (2 > e C'W 
si taglieranno semplicemente in 5, ed allora avranno in comune 
almeno un altro punto che sarà un elemento unito; e pel quale 
quindi passa il suo raggio corrispondente: e potranno poi le due 
coniche avere in tutti i casi altri due elementi uniti negli elementi 
loro comuni, e questi saranno anche punti di C&> per cui pas- 
sano i loro raggi corrispondenti nel fascio di centro P projettivo 
a CP>. Finalmente se le due coniche projettive C^\ Q& aves- 
sero quattro elementi uniti nei loro punti comuni, esse coniche 
coinciderebbero; epperò il fascio di centro P sarebbe prospettivo 
a C&. Seguendo il Principio di dualità, si dimostra subito il teo- 
rema correlativo a destra. E colla projezione è facile estendere i 
risultati ottenuti alla stella. 

Riassumendo possiamo ritenere dimostrato il seguente teo- 
rema generale. 

Se una forma elementare di i.° ordine è riferita projettiva- 
mente aduna forma elementare di 2.° ordine; e più di tre elementi 
di una delle forme giacciono nei corrispondenti elementi dell 9 altra, 
le due forme sono prospettive. 

Sul teorema è bene poi osservare che se la forma elemen- 
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tare di i.° ordine è una punteggiata od un fascio di piani; e 
quella del 2.* ordine è una serie rigata, basta che tre punti della 
punteggiata siano nelle corrispondenti rette della serie rigata; 
o tre piani del fascio contengano le corrispondenti rette della serie 
stessa, perchè in ogni caso le due date forme elementari projettive 
siano prospettive. Ed invero, per ciò che precede, la retta punteg- 
giata e l'asse del fascio di piani sono, in ogni caso, direttrici della 
serie rigata; e la punteggiata, ed il fascio di piani vengono cosi ad 
essere riferiti projettivamente alla serie rigata, nel modo voluto, 
dalle generatrici della serie rigata stessa. 

13. Hanno luogo ancora i seguenti teoremi: 
Una punteggiata ed una conica (punteggiata), non poste in un 
medesimo piano, abbiano un punto comune S e siano riferite fra loro 
projettivamente per modo che S sia un punto unito; dico che le rette 
congiungenti le coppie di punti corrispondenti delle due forme pro- 
jettive sono poste in una serie rigata. 

Infatti siano: A, A 9 ; B, B 9 due coppie di punti corrispondenti; 
le rette AA 9 y BB 1 e la conica data come sappiamo, determinano 
una quadrica gobba, una serie rigata della quale è precisamente 
il luogo delle rette che uniscono i punti della punteggiata coi 
corrispondenti punti della conica; ciò poi è chiaro, e per T os- 
servazione fatta al teorema del numero precedente, e avuto ri- 
guardo che la corrispondenza fra le due forme date è determinata 
dalle tre coppie di elementi corrispondenti: A> A 9 ; B,B 9 ; S 9 S. 
In modo affatto analogo si dimostra il teorema: 
Se un fascio di piani i riferito projettivamente alla serie dei 
piani tangenti di un cono di 2.° grado e le due forme hanno nel 
piano e comune un elemento unito, le rette intersezioni delle varie 
coppie di piani corrispondenti sono poste in una serie rigata. 

Infatti, come abbiamo fatto altra volta, possiamo concepire una 
quadrica gobba che passi per due rette che sono l'intersezione 
di due coppie a, a'; /3, /3' di piani corrispondenti nelle due forme 
projettive date; e che inoltre sia toccata dai piani tangenti al cono 
dato di 2.° grado. Tale quadrica CQntiene Tasse del fascio dato di 
piani; e le rette intersezioni di ogni piano del (ascio col piano 
tangente corrispondente del cono formano appunto una delle serie 
rigate contenute nella quadrica; e ciò per l'osservazione fatta al 
teorema del n.° 12, e perchè la corrispondenza projettiva fra le 
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due forme date è determinata dalle tre coppie di elementi corri- 
spondenti; «, a'; /3, /3'; a, a. 

14. Dai teoremi ora dimostrati discendono molti altri; e no- 
tiamo qui i principali: 



Se in un piano, un fascio di 
raggi è riferito projettivamente 
alla serie delle tangenti di una 
conica; e le due forme projettive 
hanno un elemento unito, il luogo 

4 

delle intersezioni delle coppie di 
rette corrispondenti è, in generale, 
una conica. 



Se, in un piano, una pun- 
teggiata è riferita projettivamente 
alla serie dei punti di una co- 
nica; e le due forme projettive 
hanno un punto unito, le rette che 
congiungono le coppie di punti 
corrispondenti formano in gene- 
rale il sistema dèlie tangenti di 
una conica. 

Infatti (a sinistra) immaginiamo, per la retta unita a, un 
piano a; nel piano a assumiamo una retta a è passante pel centro 
del fascio di raggi, e da un punto 5 del piano a precettiamo 
le tangenti della conica data C< 2) ; e dalla retta a 9 projettiamo i 
raggi del fascio dato. Con tali operazioni, otteniamo evidentemente 
la serie dei piani tangenti ad un cono di 2. grado di vertice 5; 
riferita projettivamente al fascio dei piani il cui asse è la retta a; 
avendo le due forme projettive un elemento unito nel piano « 
comune. Le intersezioni delle varie coppie di piani corrispondenti 
costituiscono le rette di una serie rigata; la quale viene tagliata 
dal piano della conica data C(*>, in generale, in una nuova co- 
nica C/ 2 \ che è la richiesta. Come caso particolare si otterrà per 
sezione della serie rigata una punteggiata quando il piano di C (2) 
è tangente alla quadrica gobba che contiene la serie rigata gene- 
rata. Avuto riguardo al principio di dualità nel piano possiamo ri- 
tenere dimostrato il teorema correlativo a destra. 

Si possono poi colla projezione, ottenere subito i corrispon- 
denti teoremi per la stella. 

15. Per le forme elementari di2.° ordine riferitefra loro projet- 
tivamente hanno inoltre luogo in particolare i seguenti teoremi: 
Se si hanno due coniche in un piano; e la serie dei punti del- 
l'una è riferita projettivamente alla serie delle tangenti dell'altra, 
e cinque punti della prima conica passano per le corrispondenti tan- 
genti della seconda, ciò accade per ogni coppia di elementi corri- 
spondenti delle due forme; brevemente: le due forme sono prospettive. 

AscHiBRi , Geometria 'prajettiva. 15 
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Infatti projettiamo la 2/ conica da un centro 5 fuori del piano 
delle due coniche; otterremo la serie dei piani tangenti di un 
cono S& di 2. grado riferita projettivamente alla serie dei punti 
della prima conica. Sia A un punto della prima conica per cui 
passi la corrispondente tangente; anche il piano a tangente al 
cono 5^) corrispondente al punto A passerà per A 9 onde segherà 
di nuovo la prima conica in un punto A x . Pel punto A i9 e nel 
piano ol immaginiamo una retta a v e da essa projettiamo il fascio 
di raggi prospettivo alla prima conica e di centro A x . Otterremo 
con ciò un fascio di piani di asse a„ riferito projettivamente alla 
serie dei piani tangenti al cono &<&; e le due forme projettive 
avranno nel piano a un elemento unito; onde il luogo delle rette 
intersezioni delle coppie di piani corrispondenti è una serie ri- 
gata projettiva alla prima conica e prospettiva al cono 5< 2 ). Ma 
se indichiamo con 5, C, £), E gli altri quattro punti della prima 
conica per i quali passano le corrispondenti tangenti della 2.% il 
piano delle due coniche date sega la serie rigata in una conica 
prospettiva alla serie rigata e projettiva quindi alla prima conica in 
modo che le due coniche projettive hanno i quattro punti B, C, D y E 
che sono elementi uniti. Dunque esse coniche coincidono, ep- 
però ad ogni punto della prima conica corrisponde un piano tan- 
gente del cono 5<*) passante pel punto stesso; quindi a quel punto 
corrisponde anche una tangente della 2.* conica passante pel punto 
stesso; dunque, ecc., ecc. 

Questo teorema vale adunque anche quando in luogo della 
conica per tangenti si sostituisca la serie dei piani tangenti ad 
un cono di 2. grado; anche se il cono ha il vertice in un 
punto del piano della conica; e colla projezione da un centro si 
estende il teorema stesso alle forme elementari di 2. ordine 
della stella. Cosicché possiamo, in generale, enunciare la seguente 
proprietà. 

Se due forme elementari di 2. ordine sono riferite fra loro pro- 
jettivamente; e di più di quattro elementi di una delle forme giac- 
ciono nei corrispondenti elementi dell' altra le due forme sono pro- 
spettive; cioè tutti gli elementi dell 9 una giacciono nei corrispondenti 
elementi dell'altra. 

Anche qui è da osservarsi che quando una delle forme è una 
conica punteggiata o la serie dei piani tangenti di un cono di 
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2.o grado; e l'altra una serie rigata o un cono di 2. grado, basta 
che quattro punti della conica giacciano nelle corrispondenti ge- 
neratrici della serie rigata o del cono di 2J> grado perchè te -due 
forme projettive siano prospettive. 

§ 2. Luoghi prodotti da formo elementari protettive. 

1. Per le serie rigate projettive, appartenenti ad una stessa 
quadrica, ha luogo la seguente proprietà: 

Se una serie rigata è riferita projettivamente alla serie rigata 
delle sue direttrici, il luogo dei punti d'intersezione dei raggi corri- 
spendenti delle due serie è una conica. 

Infatti siano A, 2?, Ci punti d'intersezione delle tre coppie: 
a, a 9 ; b> b f ; e, à di raggi corrispondenti delle due serie. Il piano 
ABC taglia le serie rigate in una conica projettiva ad entrambe. 
La conica stessa riferisce cosi projettivamente le due serie rigate, 
in modo che sono corrispondenti due raggi a, a 9 ; b, b 1 ; e, c\ che 
partono da uno stesso punto della conica. Ed essendo la corri- 
spondenza determinata dalle tre coppie: a, a 1 ; b 9 b 1 ; e, c\ di raggi 
corrispondenti, segue che la conica nominata riferisce nel modo 
voluto projettivamente le due serie rigate, cioè due raggi corri- 
spondenti quali si vogliano delle due serie si tagliano certamente 
in un punto della conica: e. e. d. 

Da questo teorema derivano immediatamente i seguenti: 



I punti in cui si segano le 
coppie di tangenti corrispondenti 
in due serie projettive di tangenti 
di una stessa conica, formano in 
generale, una nuova conica op- 
pure trovansi in una retta. 



Le rette, che uniscono i punti 
corrispondenti di due serie pro- 
iettive di punti sopra una conica 
formano, in generale, il sistema 
delle tangenti di un 9 altra co- 
nica, oppure passano tutte per un 
punto. 

Infatti (a sinistra) facciamo passare per la conica data C& una 
quadrica gobba S&>; e allora le due serie rigate in essa contenute 
saranno riferite projettivamente da CW in modo che, riguardando 
r una come prospettiva ad una delle serie di punti della conica e 
l'altra come prospettiva all'altra serie dei punti projettiva alla 
prima, saranno corrispondenti due rette delle due serie rigate, 
che passano per due punti corrispondenti di C&\ Ma le coppie 
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di rette corrispondenti delle due serie rigate projettive si tagliano 
nei punti di una conica C/ 2 ); e i piani di quella coppie di rette 
sono i piani tangenti ad 5^ nei punti di C/ 2 ); questi piani co- 
stituiscono adunque la serie dei piani tangenti ad un cono di 
2.° grado e le traccie dei piani stessi sul piano di C< 2) sono le 
rette che uniscono le coppie di punti corrispondenti delle due 
serie projettive di punti di C&K Dunque le congiungenti stesse for- 
meranno il sistema delle tangenti di una conica, se il vertice del 
cono si trova fuori del piano di C&\ oppure un fascio di raggi 
quando il vertice del cono cade sul piano di C^). 

2. Per le forme elementari di 2.° ordine projettive, ha luogo 
ancora il seguente teorema: 

Se due coniche sono situate in piani differenti; ed, essendo pro- 
iettive, hanno due punti uniti, le rette che congiungono le coppie ài 
punti corrispondenti formano una serie rigata o le generatrici di un 
cono di 2.° grado. 

Infatti, siano C, C t ; D,D X coppie di punti corrispondenti delle 
due coniche projettive C$\ C/*>; e siano A e B i punti uniti es- 
senzialmente comuni alle due coniche; le due rette CC l9 DD V 
non tagliandosi determinano colla conica C<® una quadrica gobba 
la quale viene tagliata dal piano di C % W in una conica C/*) pro- 
jettiva alla C/ 2 >, e nelle due coniche projettive sono uniti i quattro 
punti: C,D 9 A,B: epperò C t ^ coinciderà con C t ^>: in questo 
caso le congiungenti formano dunque una serie rigata. Se poi le 
CC V DD X si tagliassero in un punto A = CC t . DD V allora le 
generatrici del cono di 2.° grado projettante da A una delle co- 
niche date, sono evidentemente le rette che congiungono i punti 
corrispondenti delle due coniche. 

Osserviamo che nel 2.° caso le tangenti alle coniche, in due 
punti come C e C, corrispondenti si tagliano, e, necessariamente, 
in un punto dell'intersezione dei piani delle due coniche. Vice- 
versa, se per due punti corrispondenti C, C t delle due coniche 
accade tale proprietà, le due coniche sono prospettive, cioè le 
congiungenti le coppie di punti corrispondenti formano le gene- 
ratrici di un cono di 2.° grado. Poiché se formassero una serie 
rigata, nel piano delle due tangenti alle coniche vi dovrebbero 
essere due direttrici della serie rigata stessa, il che è assurdo. 

Di qui segue il teorema: 
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Per due coniche CW, C,( 2 >, situati in piani differenti, e che ab- 
biano due punti A e B in comune, passano due coni di 2.° grado. 

Infatti sia C un punto preso sulla conica C® e sia K il punto 
ove la tangente in C sega l'intersezione dei piani delle due co- 
niche; e siano C, e C/ i punti di contatto delle tangenti con- 
dotte da K a C t ^\ Potremo riferire projettivamente le due co- 
niche colle coppie: A 9 A; B 9 B; C, C v oppure colle coppie: A, A; 
B 9 B; C, C/ di punti corrispondenti; e nei due casi otterremo cosi 
due coni di 2.° grado che passano per le due coniche: dunque, ecc. 

3. In modo affatto analogo si dimostrano i teoremi: 

Se le serie dei piani tangenti di due coni di 2.° grado aventi 
vertici differenti sond riferite fra loro projettivamente, avendo due 
piani uniti, le intersezioni delle coppie di piani corrispondenti delle 
due forme proiettive costituiscono o le rette di una serie rigata, o 
le tangenti di una conica, se le generatrici di contatto di due piani 
corrispondenti sono in un piano. 

Due coni di 2.° grado, che abbiano vertici differenti e due piani 
tangenti comuni, si tagliano in due coniche. 

4. Si abbia una conica C& riferita projettivamente ad una 
serie rigata, e supponiamo che a due punti A e B della conica 
corrispondano due rette a 9 b della serie rigata passanti per i punti 
stessi. Se C, D 9 E sono tre punti della conica; e c 9 d 9 e le loro 
rette corrispondenti nella serie rigata, i piani Cc 9 Dd, Ee 9 o deter- 
mineranno un punto A come loro intersezione o passeranno per 
una stessa retta d. Nel i.° e nel 2.° caso i piani determinati dalle 
coppie di elementi corrispondenti, sono rispettivamente, quelli che 
projettano da A, o da una direttrice d 9 le rette della serie rigata; 
dunque : 

Se una conica punteggiata è riferita projettivamente ad una serie 
rigata e per due punti della conica passano corrispondenti rette delle 
serte rigate, i piani determinati dalle coppie di elementi corrispon- 
denti delle due forme costituiscono, in generale, la serie dei piani 
tangenti ad un cono di 2.° grado; od, in caso particolare, un fascio 
di piani. 



Di qui segue: 

Se due coniche in un piano sono 
riferite projettivamente ed hanno 
due elementi uniti, le congiun- 



se due coniche in un piano 
considerate come inviluppo sono 
riferite fra loro projettivamente 
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genti coppie di punti corrispon- 
denti sono tangenti ad un'altra 
conica; oppure passano per un 
punto. 



ed hanno due tangenti unite, i 
punti d 9 intersezione delle coppie 
di tangenti corrispondenti costi- 
tuiscono un'altra conica oppure 
una punteggiata. 
Infatti (a sinistra), per una delle coniche immaginiamo una 
serie rigata che sarà cosi riferita projettivamente all'altra conica 
per modo che a due punti della conica corrispondono due rette 
della serie rigata passanti per i punti stessi; dunque i piani, che 
dai punti della 2. a conica projettano le corrispondenti rette della 
serie rigata, formano la serie di piani tangenti di un cono di 2.° 
grado o un fascio di piani; quindi le loro fraccie sul piano delle 
coniche date non possono formare altro che il sistema delle tan- 
genti di una conica od un fascio di raggi. Tenuto conto del prin- 
cipio di dualità del piano si può adunque ritenere dimostrato, sen- 
z'altro, il teorema a destra. 

È facile poi colla projezione riportare i teoremi ora dati per 
le forme del piano a quelle corrispondenti della stella; e gli enun- 
ciati di tali teoremi sono tutti ovvi a concepirsi. 

5. In generale, se due forme elementari sono projettive, es- 
sendo tutte e due o una di esse almeno di 2. ordine e di più 
tali, che due elementi corrispondenti producono un nuovo ele- 
mento (punto, retta o piano), allora esse forme projettive produ- 
cono una nuova forma, che chiameremo (come anche ogni forma 
elementare) forma ragionale e di i. a specie; e tale forma sarà 
cosi il luogo degli elementi determinati dalle coppie di elementi 
corrispondenti delle due forme projettive. Avremo quindi in par- 
ticolare forme di punti e di rette del piano e dello spazio; e 
forme di piani e di rette dello spazio e della stella. Nel piano una 
forma di punti è prodotta da un fascio di raggi riferito projetti- 
vamente alla serie delle tangenti di una conica. Questa forma di 
punti è a dirsi una curva del 3. ordine perchè sopra ogni retta p 
del piano vi sono al più tre punti del luogo. Infatti tagliando 
con p il fascio dato di raggi, si ottiene una punteggiata riferita 
projettivamente alla serie delle tangenti della conica, e vi saranno 
al più tre punti della punteggiata, per cui passano le corrispon- 
denti tangenti; e ciascuno di questi punti è chiaramente un ele- 
mento, sulla retta p, della nuova forma prodotta dalle due forme 
elementari projettive. 
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Un'altra forma di punti del piano è prodotta dal riferire pro- 
jettivamente fra loro la serie delle tangenti di due coniche date 
nel piano. Essa forma è a dirsi una curva del 4. ordine, perchè 
sopra una retta p del piano vi sono al più quattro punti del luogo. 
Infatti projettando da un centro 5 fuori del piano le serie delle 
tangenti si ottengono le serie dei piani tangenti a due coni 
di 2.* grado riferite fra loro projettivamente. Immaginiamo una 
serie rigata prospettiva alla serie dei piani tangenti di uno dei 
coni, essa sarà tagliata dal piano Sp in una conica riferita pro- 
jettivamente alla serie dei piani tangenti dell'altro cono; e vi 
saranno al più quattro punti della conica per cui passano i cor- 
rispondenti piani tangenti del cono; per ciascuno di questi punti 
avremo una retta, nella quale si segano due piani tangenti cor- 
rispondenti dei due coni; epperò tale intersezione taglierà la retta 
p in un punto del luogo prodotto delle due date forme projettive; 
dunque, ecc. 

6. Le forme di punti dello spazio sono pirodotte dal riferire pro- 
jettivamente la serie delle generatrici di un cono di 2.° grado, o 
di una serie rigata, ad un fascio di piani o alla serie dei piani 
tangenti di un cono di 2. grado. Col fascio di piani si ottiene 
la curva gobba del 3. ordine, perchè sopra un piano arbitrario 
vi sono al più tre punti della linea. Colla serie dei piani tangenti 
del cono di 2.° grado si ottiene una curva gobba (razionale) del 
4. ordine, perchè si vede subito che sopra ogni piano dello spazio 
vi sono al più quattro punti della linea. 

7. Le forme di rette possono appartenere al piano^ allo spazio, 
alla stella. Le forme di rette appartenenti al piano sono precisa- 
mente le figure correlative delle curve del 3. e 4. ordine già 
generate e sono a dirsi rispettivamente curve-inviluppi della }. a 
e 4." classe. Nello spazio le forme di rette possono essere pro- 
dotte da una conica punteggiata riferita projettivafnente ad una 
punteggiata o ad un'altra conica punteggiata essendo le due 
forme projettive poste in piani differenti; oppure dalla serie dei 
piani tangenti di un cono di 2. grado riferito projettivamente 
ad un fascio di piani o alla serie dei piani tangenti di un altro 
cono di 2. grado, non appartenendo le due forme projettive 
alla medesima stella. Nel caso della punteggiata o del fascio 
di piani, la forma prodotta è a dirsi una superficie rigata del 
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j.° ordine, perchè si vede subito che una retta arbitraria taglia 
al più tre generatrici della superficie. Nell'altro caso, la forma 
prodotta è a dirsi una superficie rigata del 4. ordine, perchè si 
vede subito che una retta taglia al più quattro generatrici della 
superficie. 

Le forme di raggi della stella, sono un cono del ).° ordine e 
un cono del 4. ordine. La generazione di queste forme è facile 
a concepirsi projettando le forme di punti generate nel piano cioè 
la curva del 3. e del 4. ordine già ottenuta. I coni diconsi poi 
rispettivamente del 3. o 4. ordine, perchè una retta li taglia in 
tre o in quattro punti al più; o ciò che è lo stesso, perchè sopra 
ogni piano condotto pel vertice (centro della stella), vi sono al 
più tre o quattro elementi della forma prodotta, ossia generatrici 
del cono; oppure perchè sono tagliati da un piano in una curva 
del 3. o 4. ordine rispettivamente. 

8. Finalmente colle forme elementari projettive potranno pro- 
dursi nuove forme di piani della stella e dello spazio. Quelle della 
stella si ottengono immaginando dal centro della stella la prele- 
zione delle forme di rette prodotte nel piano; od anche immagi- 
nando le forme della stella correlative a quelle che abbiamo ora 
generate, composte di rette. Tali forme sono a dirsi coni invi- 
luppi rispettivamente della 3.* o 4/ classe secondo che essi sono 
tagliati da un piano in una linea inviluppo di 3.* o 4.' classe; 
cioè secondo che per ogni punto dello spazio passano tre o quattro 
piani delP inviluppo. 

Le forme di piani dello spazio nascono dal riferire projettiva- 
mente una punteggiata o una conica punteggiata ad una serie 
rigata. Esse sono a dirsi rispettivamente superfici sviluppabili in- 
viluppi di }. a e di 4.° classe; perchè per ogni punto, preso arbi- 
trariamente nello spazio, passano tre oppure quattro piani dell'in- 
viluppo, cioè al più tre o quattro elementi della forma prodotta 
dalle due forme elementari projettive date. 



GEOMETRIA PROJETTIVA. 233 



CAPITOLO VII. 

Teoremi ralle corrispondenze projettive fra gli elementi di una 
stessa forma elementare di 1.* specie. — Sulla rappresenta- 
zione delle coppie di elementi immaginari delle forme stesse. 



§ I. Omografie armoniche. 

1. Le cose contenute nel presente capitolo sono tutte in so- 
stanza tolte dalle memorie: Sulle omografie binarie e loro fasci — 
Le coppie di elementi immaginari , pubblicate dal signor Segre, 
la prima nel: Journal fùr die reine und angewandu Mathematik, 
Heft }; Bd. ioo; l'altra nelle Memorie dell'Accademia di Torino, 
Tom. XXXVIII. 

Per fissare le idee considereremo sempre le corrispondenze 
projettive fra gli elementi di una punteggiata u; e le cose dette 
s'intenderanno estese alle corrispondenze stesse fra gii elementi 
di tona forma elementare qualunque. 

Indichiamo con P, la corrispondenza omografica per la quale 
si passa dagli elementi A 9 B 9 C... agli elementi A V B X9 C,.... 

di a; con P 9 quella con cui si passa da A v B l9 C t — ad A % > B %9 C % 

e finalmente indichiamo con P r T omografia per cui si passa da 
A r _ v B r _ v C rml .... ad A ri B r9 C r ...; avremo allora una omo- 
gtafia P per cui si passa da A 9 B 9 C ad A„ B r9 C r Di- 
remo che Tomografia P è il prodotto delle successive omografie 
P lt P t , P, — P r -i>Pr; ed indicheremo questo simbolicamente 
^scrivendo: 

CO P = P,.p a .p 5 ... p r .,.p r 

Indicando in generale con P r '* Tomografia inversa di una data 
P^y cioè la corrispondenza per cui si passa da A r9 B r> C r ->. ad 
A y B, C..., risulta imngiediatamente : 

U inversa P " ! di un prodotto P è il prodotto dalle inverse P r " ! 
dei fattori P„ presi in ordine contrario; si ha cioè: 

(ij P'^PVP-V...... P.^.P.'-Pt 



-1 



! 
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2. Se un' omografia P trasforma in se stessa un'altra Q allora 
viceversa Q trasforma in se stessa P; ed il prodotto delle due omografie 
non cangia, cangiando l'ordine dei fattori; si ha cioè P . Q = Q . P; 
e viceversa : se quest' ultima relazione ha luogo, allora delle due omo- 
grafie P, Q V una cangia in se stessa V altra. 

Infatti se A, A x sono elementi corrispondenti in Q ad A, A x 
corrisponderanno in P due elementi A\ A\ pure fra loro corri- 
spondenti in Q per l'ipotesi fatta. Ma allora agli elementi A, A 9 
corrispondenti in P corrispondono in Q: A i9 A\ pure corrispon- 
denti in P; cioè Q trasforma in se stessa P. 

Dall'ipotesi fatta si ha subito: 

(2) Q = P.Q.P M = P '.Q.P 

per esprimere simbolicamente l'ipotesi stessa; cioè: che Q deve es- 
sere trasformata in se stessa da P. Di qui risulta: 

Qp-i = p-iQ e CQsl pQ-t = Q-ip 

onde 

(3) P = Q.P.Q- , = Q- , .P.Q 

cioè, facendo uso dei simboli, si ha ancora che Q trasforma in se 
stessa P. Dalla (2) o (3) si ricava poi: 

(4) PQ=QP. 

Viceversa se ha luogo la (4) allora hanno luogo le (2) o (3); 
quindi ecc. 

3. Se in un'omografia P agli elementi A, B corrispondono A r , B' 
e in un'altra Q: B', A', cioè gli elementi stessi ma permutati, al- 
lora l' tina omografia è il prodotto dell'altra per un'involuzione; 
di un'involuzione per V altra; e viceversa se un' omografia è il prò- 
dotto di un'altra per un'involuzione di un'involuzione per V altra 
esistono infinite coppie di elementi che nelle due omografie hanno gli 
stessi corrispondenti ma permutati. 

Infatti, dall'ipotesi fatta, risulta subito che PQ" 1 , P"'Q sono due 
involuzioni perchè nella prima si corrispondono in doppio modo 
A, B; e nella 2. a A 1 , B r . Anche QP~\ Q"*P saranno adunque invo- 
luzioni; ed avendosi poi: 

P = Q.Q- 1 P = PQ- , .Q 

a=p.p , a=a.p- i .p 

le ultime relazioni simboliche dimostrano la prima parte» del 
teorema. 
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Essendo I un'involuzione sia P = Q.J. Allora se A 09 B sono 
due elementi cònjugati in I; B 9 A i loro corrispondenti in Q" 1 , 
ad A, B corrisponderanno in Q: B 09 A ; ed in P: A B . Se poi 
sia invece P= I 1 . Q, I 1 essendo una nuova involuzione; e siano 
A 9 B due elementi cònjugati di l 1 , allora ad A, B corrisponderanno 
in P: A f 9 B\ se indichiamo con J5 f , A 9 i corrispondenti di A 9 B in 
Q. e. d. d. 

4. Dunque se un'omografia P è il prodotto di un'altra Q per 
un'involuzione, è anche il prodotto di un'involuzione per l'altra Q; 
e viceversa Q gode rispetto a P delle stesse proprietà. Le due 
omografie P, Q diconsi in tal caso armoniche. La condizione adunque 
necessaria e sufficiente perchè due omografie P, Q siano armoniche 
è che esista una coppia di elementi che abbiano, nelle due omografie, 
gli stessi corrispondenti ma permutati. È subito visto che la condi- 
zione stessa necessaria e sufficiente perchè due omografie P, Q 
siano armoniche si può enunciare anche sotto la seguente forma: 

Agli elementi M t> M a , M f .... della forma 9 in cui sono date 
due omografie P, Q corrisponderanno nella prima gli elementi M f „ 

M'„ M' 4 e nella seconda gli elementi M",, M" t , M",...; le due 

serie: M' n M' 9 , M',...; M",, M", M r ' s ... di elementi saranno proiet- 
tive perchè entrambe proiettive alle serie M t , M t , M,...; eia condi- 
zione necessaria e sufficiente perchè P, Q siano fra loro armoniche 

sarà che le due serie projettive M'jM',....; M" t Ul!\ siano in 

involuzione. 

Se p, 1; cJ, y sono i parametri di una coppia di elementi fra 
loro corrispondenti in P e Q, siano allora le omografie stesse 
rappresentate dalle equazioni: 

X = a " ** + a « = *'« * + a% * 

Inoltre agli elementi (yì) C^C) corrisponderanno in P gli elementi 
(A), (X 1 ) e in Q gli stessi elementi ma permutati quando si abbia: 

*., f* + *.. _ <, P 1 + <« *„ f* 1 + <*» _ <*'„ f* + a\ % 
*u f* + *u *\x f*' + * f * ' <? n f* 1 + *.. *\ f f* + « h 

le quali ridotte a forma intera e sottratte l'una dall'altra danno 
immediatamente : 

(I) A = a n a\ % + à tì a** — a\ a n — a u a\ = o, 
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per equazione di condizione affinchè le date corrispondenze P, Q 
siano fra loro armoniche. Se introduciamo la condizione 

*n +*n = o> ^11 + «h = ° 

affinchè le corrispondenze siano involutorie allora la (I) si traduce 
evidentemente nell'equazione di condizione perchè le coppie di 
elementi doppi delle due involuzioni si dividono armonicamente. 

5. Dalle relazioni fra due omografie armoniche discende im- 
mediatamente: 

Se due omografie sono armoniche lo sono anche le loro inverse; 
ed i prodotti di ciascuna di esse per una ter%a qualunque; di una 
terza per ciascuna di esse. 

Se una delle due omografie armoniche sia un'involuzione I, 
l'altra P sarà il prodotto I . I 1 essendo I 1 un'involuzione; e si 
avrà quindi: 

p=i.r, p- f = r.i 

quindi 

P-'I =I.P da cui 



P=I.P-\I; e P- , = I.P.I 

ed, interpretando le equazioni simboliche scritte, si ha il teorema: 
Se un'involuzione è armonica ad un'omografia, questa viene dal- 
l'involuzione trasformata nella sua inversa; e l'inversa nell' omo- 
grafia stessa. 

6. Se anche Tomografia P è un'involuzione J armonica ad I 
ne risulta subito: 

Se due involuzioni sono armoniche V una è trasformata in se 
stessa dall'altra e il loro prodotto è una nuova involuzione armo- 
nica a ciascuna delle date. Viceversa: 

Se il prodotto di due involuzioni è una nuova involuzione, esse 
sono armoniche e V una trasforma V altra in se stessa. 

7. Abbiamo visto analiticamente che la condizione perchè due 
involuzioni I, J siano armoniche è che si dividono armonicamente 
fra loro le coppie EF; E'F' dei loro elementi doppi. Geometri- 
camente si vede subito che: se £, F dividono armonicamente 
E\ F\ I, J sono armoniche; perchè alla coppia E, F in I ed J cor- 
risponde la stessa coppia di elementi ma permutati. Viceversa poi 
se I, J sono armoniche > £, F dividono armonicamente E\ F*. 
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Infatti alla forma EFE t F t corrisponde in J necessariamente la 
forma FEE'F 1 ; dunque E, F dividono armonicamente E\ F\ 

8. Sia P un'omografia ed A, A 9 ; B y B 1 ; C, C... coppie di 
elementi fra loro corrispondenti. Tutte le involuzioni determinate 
dalle coppie: (AB 1 , A'B); (BC, B'O); (AC f ,CA 9 )... di elementi 
conjugati sono evidentemente involuzioni armoniche a P. Vice- 
versa poi se I è un'involuzione armonica a P potremo avere 
coppie A, B di elementi che avendo per corrispondenti in P: A\ B 9 \ 
in I hanno per corrispondenti B, A 1 ; dunque: 

Le involuzioni armoniche ad una data omografia si ottengono tutte 
prendendo come coppie di elementi conjugati le coppie formate da due 
elementi non corrispondenti nella data omografia e dai loro corri- 
spondenti nella omografia data e nella sua inversa. 

Se I è armonica a P sarà P = I . I, o P = I 8 . 1, essendo I,. I 8 , 
come I, involuzioni; ne segue che anche PI = I t ed I P = I, 
sono involuzioni pure armoniche a P. 

9. Esiste sempre una ed una sola involuzione I armonica a due 
date I„ I a . 

Infatti se tutte due le involuzioni date sono ellittiche od è 
ellittica almeno una di esse, avranno allora una coppia di elementi 
conjugati in comune; questi, come elementi doppi, determinano 
una ed una sola involuzione che è evidentemente la richiesta. Se 
poi tutte due le involuzioni date sono iperboliche allora le coppie 
JEF, E'F' degli elementi doppi, come coppie di elementi conju- 
gati determinano un'involuzione che è evidentemente la richiesta. 
Ed è subito visto che tale involuzione I è determinata anche 
quando una o tutte due le involuzioni date fossero paraboliche, 
cosicché il teorema è completamente dimostrato. 

10. Siano ancora P, Q due omografie fra loro armoniche sicché 
si abbia P = PQ" 1 , Q essendo PQ" 1 un'involuzione. Se A, A f è una 
coppia di elementi corrispondenti in P, e non in Q, sia B 9 il 
corrispondente di A in Q e B quello di A 9 in Q" 1 . 

Quindi 5, A sono conjugati in PQ" 1 e al punto B corrispon- 
derà adunque in P il punto B 9 . Viceversa poi: la coppia B, B f di 
punti corrispondenti in P determina in modo analogo la coppia A, A'. 

Cioè: In due omografie armoniche una coppia di elementi cor- 
rispondenti dell' una determina una nuova coppia di elementi analoghi. 

Se A, A* fossero corrispondenti anche in Q allora la coppia 
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A A f non determinerebbe alcuna nuova coppia di elementi cor- 
rispondenti, perchè si ricadrebbe colla costruzione data nella coppia 
stessa. 

II. L'osservazione ora fatta serve alla risoluzione dei seguenti 
problemi : 

I. Costruire l'omografia P armonica ad una data Q; essendo 
date due coppie AA f , BB' di elementi corrispondenti. 

IL Costruire l'omografia P armonica a due date Q, R essendo 
data una coppia AA r di elementi corrispondenti. 

Costruiamo nel primo caso la coppia CO di elementi corri- 
spondenti in P, che si deducono dalla coppia AA f o BB'; avremo 
cosi tre coppie di elementi corrispondenti che determinano P. 

Nel secondo caso costruiamo, col mezzo di Q, la coppia BB 1 di 
elementi corrispondenti in P, che si deducono da A A 9 . L'omo- 
grafia P sarà allora quella in cui A> A 9 ; 5, B f sono coppie di ele- 
menti corrispondenti e che è inoltre armonica ad R. 

§ 2. involuzione unita di un'omografia. — ProJetHvità delie involuzioni. 

1. Sia I, un'involuzione armonica alla omografia P. Indicando 
con I t l'involuzione I f P sarà 

p=i,.i, 

e le involuzioni I, , I c armoniche a P avranno una ed una sola 
involuzione I armonica ad entrambe; e si avrà: 

I a = I.I t .I, I t = I.I f .I 

onde 

I 1 I i = I.I l I i .I, 1,1, = 1. 1,1,. I; 

dunque: l'involuzione I armonica alle due I t , I f trasforma in se 
stessa la omografia P e la sua inversa P" 1 . 

Se quindi siano A f 9 A % i corrispondenti di A in P e P" 1 ; ed 
A X9 A\ 9 A x% i conjugati di A y A\ A 9 in Ij saranno allora A v A x \ 
A wy A t , coppie di elementi corrispondenti in P, perchè I deve 
trasformare in se stessa P. Avremo quindi per la P: 

AA X A^A X , A AtA % AA x A AA x AfA\ 
ed anche: 

AA % A,A' A AA X A U A\. 
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Ma d'altra parte per l'involuzione I si ha che: 

A t AA A' /\ AA t A ìfi A l l dunque: 

AA l A.A! ^ A t AA % Af 

cioè: A, è il conjugato armonico di A rispetto ad A', A ; ed A il 
conjugato armonico di A, rispetto ad A r „ A,. Se l'involuzione I è 
ellittica allora l'omografia P non ha essenzialmente elementi uniti 
e se I è iperbolica o parabolica allora P avrà rispettivamente due 
elementi uniti distinti o coincidenti negli elementi doppi dell'in- 
voluzione stessa I. 

Nel caso che I sia parabolica non vale il processo tenuto per 
dimostrare la costruzione ultimamente data del conjugato A ì di 
un elemento qualunque A. 

Però osserviamo che se I è parabolica e diciamo E il suo 
elemento singolare, nel quale anche debbono necessariamente 
coincidere i due elementi uniti di P, conducendo , in un piano pas- 
sante per la punteggiata, una retta ad arbitrio per E ed assu- 
mendo due centri S,S' su di essa, la punteggiata eia sua cor- 
rispondente in P saranno rispettivamente proiettate da due fasci 
prospettivi; e se A 9 A' sono due punti corrispondenti la retta in 
cui si tagliano le coppie di raggi corrispondenti sarà necessaria- 
mente quella che unisce il punto L= SA . S'A f con E. (fig. 108). 

3 




Fig 108. 



Essendo N il punto ove la EL sega la S'A 9 il punto A 9 ove SN 
sega la retta u sarà il corrispondente di A in P"'. Dunque: La 
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forma EAA'Aj è una forma armonica; cioè anche in questo caso 
il conjugato di uh elemento A in I si ottiene costruendo il coniu- 
gato armonico E di A rispetto agli elementi che corrispondono ai A 
in P e P" 1 . Riassumendo abbiamo il seguente teorema: 

Data una omografia P non involutoria esiste sempre una ed una 
sola involuzione I che cangia P in se stessa; e le coppie di tate 
involuzione si ottengono prendendo di ciascun elemento il conjugato 
armonico rispetto ai due corrispondenti in P e P"\ 

L'involuzione I è armonica a tutte le involuzioni armoniche P; 
ed è ellittica, iperbolica, parabolica secondo che P non ha elementi 
uniti, oppure li ha distinti coincidenti; e viceversa. 

L'involuzione I sarà detta l'involuzione unita doppia di P. 

Fin qui non abbiamo supposto P un 9 omografia singolare, però 
il teorema precedente vale anche in questo caso. Infatti se E, F 
sono gli elementi singolari di P, ogni involuzione I, armonica a P 
è determinata dall' assumere come conjugati due elementi qua- 
lunque non corrispondenti A, B 1 e i loro corrispondenti £, F in P. 
Quindi anche in questo l'involuzione I che ha per elementi doppi 
gli elementi singolari £, F di P è armonica a tutte le iuvoluzioni 
armoniche aP; e cangia P in se stessa e si ottiene, come pre- 
cedentemente, prendendo il conjugato armonico di un elemento 
rispetto ai suoi corrispondenti in P e P" 1 . 

2. Del resto si può determinare l'involuzione unita in ogni omo- 
grafia anche nel modo seguente. Osserviamo anzitutto che: Due 
punteggiate projettive sovrapposte senza elementi uniti sono le se- 
zioni di due fasci projettivi generati dai lati di un angolo di gran- 
dezza costante che nel suo piano ruota intorno al vertice. 

Infatti se R, Q f sono i punti limiti delle due punteggiate projet- 
tive ed MM l è una coppia qualunque di punti corrispondenti 
nell'omografia P data, (vedi pag. 98) si avrà: 

RM.Q'M' = K 

essendo K una quantità costante. Se è il punto di mezzo di 
RQ' ed O 1 il punto corrispondente di 0, sarà O (fig. 109) Un 
punto del segmeto O'Q*. Si costruisca sopra O'Q 1 come diametro 
un semicerchio, e da si conduca la perpendicolare alla retta 
delle due punteggiate e sia S il punto ove la perpendicolare sega 
la semicirconferenza. 
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L'angolo O'SO rotando nel suo piano intorno al vertice 5 
segna coi suoi lati le varie coppie di punti corrispondenti delle 
due punteggiate projettive; e. d. d. 

Ciò posto, risulta subito da questa proprietà: se di un punto 
M ne prendiamo i corrispondenti Af f , M, in P e P" 1 , il conjugato 
armonico M t di M rispetto ad M'M t sarà il punto ove il raggio 
del fascio S normale ad SM sega la retta delle due punteggiate; 
dunque le coppie Af, M t di punti sono coppie di elementi conju- 
gati di una stessa involuzione. 




A 

Flg. 109. 

È cosi dimostrata l'esistenza dell'involuzione unita nel caso 
delle due punteggiate senza elementi uniti. Se poi le due pun- 
teggiate hanno due elementi uniti distinti E, F basta osservare che 
si avrà: 

EFAA A EFA'A A EEAAf, 

essendo A\ A % i corrispondenti di A in P e P M ; onde E, F; 
A %9 A 9 sono coppie di elementi conjugati di una stessa involu- 
zione di cui A è un elemento doppio. Dunque l'altro elemento 
sarà il conjugato armonico A, di A rispetto ad £, F; oppure ad 
A é9 A t ; dunque le coppie A, A, di punti formano l'involuzione I 
di cui E, F sono gii elementi doppi. 

Finalmente si potrebbe dedurre l'esistenza della detta involu- 
zione unita I nel caso che le punteggiate abbiano due elementi 
uniti coincidenti in un sol punto 0, projettando le due punteg- 
giate da un centro C, tagliando con una retta / parallela al raggio 
CO. Si ottengono in tal modo due punteggiate projettive che 
avendo due elementi uniti coincidenti nel punto all'infinito, sono 
generate dagli estremi di un segmento di grandezza costante che 
scorre sulla retta t delle due punteggiate. Quindi se di un ele- 
mento M di t si prendono i corrispondenti M\ M, il conjugato 

Aschikri , Geometria precettiva. 16 
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armonico di Af rispetto ad Af' , M sarà il punto all'infinito di t. 
Dunque ritornando alle due punteggiate primitive date risulta di 
nuovo l'esistenza dell'involuzione unita parabolica I. 

3. Segue subito che: 

Un 9 omografia qualunque P è determinata dalla sua involuzione 
unita I e da una coppia di elementi corrispondenti A, A'. 

Infatti l'elemento A avrà in I il suo conjugato A t ed avremo 
l'elemento A 9 conjugato armonico di AJ rispetto ad A, A % . L'ele- 
mento A % avrà il suo conjugato A\\ e allora le tre coppie A y A 1 ; 
A , A; A u A\ di elementi corrispondenti determinano in modo 
unico la cercata corrispondenza P. 

Sono adunque infinite le omografie che hanno una stessa involu- 
zione unita I; dico che due qualunque di esse P f , P 2 sono permutabili, 
cioè Vuna cangia V altra in se stessa. 

Infatti Se A ed A t sono i corrispondenti di A in P„ P t ri- 
spettivamente; ed A\ A\ sono i corrispondenti di A 1 ed A x ri- 
spettivamente in P a , P„ allora l'involuzione (AAf v A'A t ) essendo 
armonica a P, è armonica ad I; ed egualmente l'involuzione 
(A A", A t A') essendo armonica a P t , è armonica ad I. Ma le due 
involuzioni armoniche ad I hanno anche la coppia A\ A t di ele- 
menti conjugati in comune; dunque esse coincidono necessaria- 
mente; ed A' 1 coinciderà con A\; cioè la coppia A, A 9 di elementi 
corrispondenti in P„ viene trasformata da P f in un'altra coppia 
A v A\ di elementi pure corrispondenti in P,; dunque ecc. 

Di qui segue immediatamente: Se nelle diverse omografie P„ 
P„ P 8 . . . che hanno la stessa involuzione unita I prendiamo di due 

elementi A, B i corrispondenti A,, A„ A f B f , B,, B f si 

avrà: 

AA t A t A 9 . . . . /\ BB % B % B t .... 

Infatti, basta osservare che le coppie A t B„ A % B È . . . sono coppie 
di elementi corrispondenti nell'omografia P che avendo I per in- 
voluzione unita, contiene la coppia AB di elementi corrispondenti. 

4. Sia P un'omografia che avendo per involuzione unita una data 
involuzione I è determinata dall'avere per corrispondenti due ele- 
menti A y B presi sempre nella forma fondamentale a cui appar- 
tiene I. 

Sia A 9 B % una coppia qualunque di elementi conjugati in I; 
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e sia B t il conjugato armonico di B rispetto ad A , B t ; ed A t il 
corrispondente di B t in P. Saranno quindi A,B\ B v A v coppie di 
elementi corrispondenti in P; quindi (AA V BB t ) sarà un'involu- 
zione armonica a P e quindi ad 1; ma un'involuzione armonica 
ad I è quella che ha per elementi doppi A„ B e nella quale quindi 
B, B t sono elementi conjugati. Dunque questa seconda involuzione 
coincide colla prima (AA xy BB t ); quindi A t è il conjugato armo- 
nico di A rispetto ad A 9 ,B t . Variando la coppia A 9 , B di ele- 
menti conjugati in T; e indicando con A ri A v A h ,.. gli elementi 
analoghi ad A t \ e con 5 8 , B %9 5 4 . . . quelli analoghi a JJ f , sarà: 

AB t B t B z ^ BA % A % A % , 

perchè le coppie AB, B Ì A X , B % A % sono coppie di elementi 

corrispondenti in P. 

Ora la forma A^A^... si dice la forma polare dell'involu- 
zione I rispetto al polo A; ed egualmente B,B,B 8 . . . è la forma 
polare di I rispetto al polo B; cioè: 

Le forme polari di una stessa involuzione rispetto a due poli 
sono projettive. 

5. Con questo teorema si possono riferire fra loro projettiva- 
mente due involuzioni; oppure un'involuzione ed una forma ele- 
mentare colle seguenti definizioni: 

« Due involuzioni si dicono projettive o riferite fra loro projet- 
*> tivamente se lo siano due forme polari di esse; ed una involu- 
» zione è riferita projettivamente ad una forma elementare se 
» quest'ultima è riferita allo stesso modo ad una forma polare 
» dell'involuzione. » 

Se sia x il parametro di un elemento di una forma <f fonda- 
mentale di i. a specie, p. es. di una punteggiata; e siano 

U — ay* + a x x + a % = o V = b % x* + b t x + b È = o 

l'equazioni di due coppie di elementi conjugati nell'involuzione I; 
sarà, al variare di p, 

(1) U + pVz=o 

l'equazione di I (vedi pag. 95) e dicendo h il parametro di un 
elemento fisso X), preso come polo, allora l'equazione: 

*. + PK + \ Oi + PK) (b + X) + 0„ + pb $ ) hi =0, 
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variando p, serve a dare i parametri X degli elementi della forma 
polare. Essendo p r (r = i, 2, ) y 4) quattro valori speciali di p e 
Xr (r = 1, 2, )> 4) i corrispondenti valori di X, avuto riguardo a 
notazioni già usate, si avrà 

(PtPtPsPÙ = (X,*.XA). 
Di qui segue, che se al variare di p, 

(2) [7'+p'F' = o 

è l'equazione di un'altra involuzione l 1 di y, oppure è l'equazione 
di y, essendo allora [/', P funzioni lineari del parametro x di un 
elemento di j , le due involuzioni I, I' saranno projettive; oppure 
l'involuzione I sarà riferita a y quando fra p, p' si abbia una re- 
lazione bilineare, cioè della forma: 

(3) App' + Bp+Cp' + D = o 

E viceversa: se I, P sono projettive od I projettiva a y fra p,p' 
dovrà aver luogo una relazione della forma (3). 

Ciò posto se in y si abbiano due involuzioni I, I' projettive 
resta allora determinata fra gli elementi di <p una corrispondenza, 
che indicheremo con [22], perchè ad un elemento di I corrispon- 
dono due elementi conjugati di I 1 ; e viceversa ad un elemento 
di V corrispondono due di I. Se poi I è prò j etti vo a <f allora fra 
gli elementi di <f resta determinata una corrispondenza, che indi- 
cheremo con [21] ovvero [12], in qnanto che ad un elemento di y 
corrispondono due elementi conjugati di I e ad un elemento di 1 
(od al suo conjugato) un sol elemento di 9. In tutti i casi l'equa- 
zione algebrica: 

(4) AUU' — BUV— CU'V+ DV\ n = 0, 

del 4. grado in x nella corrispondenza [22] e del 3. grado nella 
[12], serve a dare gli elementi che coincidono con qualcuno dei 
loro corrispondenti, cioè: 

Nella corrispondenza [22] vi sono adunque al più quattro ele- 
menti che coincidono con qualcuno dei loro corrispondenti; e nella [12] 
ve ne sono tre al più; e ve ne ha sempre uno almeno. 
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§ 3. Coppie di elementi immaginari — Problemi di 2.* grado. 

1. Per definizione diremo che un' involuzione ci dà una coppia di 
elementi reali oppure immaginari secondo che V involuzione sarà iper- 
bolica, od ellittica, alludendo con ciò agli elementi doppi della invo- 
luzione stessa. Quindi, per definizione : 

Due coppie di elementi si divideranno armonicamente quando le 
involuzioni che l'individuano sono armoniche. 

Da questa definizione segue che di due coppie che «i dividono 
armonicamente una almeno deve essere reale. 

Infatti se l„ l a sono involuzioni ellittiche, che diano due coppie 
costituenti un gruppo armonico, e se A, A 1 sono elementi conju- 
gati in li ed A, A x in I fi , allora ad A' sarà conjugato in I a il 
punto A\ conjugato di A % in I t . Dunque le involuzioni J„ J» sono 
determinate rispettivamente dalle coppie (AA\ A X A* X \ (AA xy A'A\); 
e perciò non possono essere tutte due ellittiche; dunque ecc. 

Per definizione, diremo altresì che: di due involuzioni armo- 
niche sovrapposte V una contiene la coppia di elementi dati dall'altra. 

Quindi un'involuzione iperbolica contiene un'infinità di coppie 
di elementi immaginari; cioè tutte le coppie di elementi immagi- 
nari dati dalle involuzioni ellittiche che le sono armoniche. Ed 

invero se A t A'; B t B'; C % C; £>,#' sono coppie di elementi 

conjugati dell' involuzione iperbolica I, allora le involuzioni del 
tipo (AB\ BA') 9 (5C f , CB') . . . sono le armoniche ad I; e sono 
tutte ellittiche necessariamente, perchè le coppie di elementi AB\ 
BA'; BC\ CB' .... si separano. 

Naturalmente diremo che: un' omografia P ha una coppia di ele- 
menti immaginare quando la relativa involuzione unita è ellittica. 

In altri termini: 

Coppie di elementi uniti di una omografia qualunque P l la 
coppia degli elementi doppi dati dalla sua involuzione unita. 

Con queste definizioni risulta anche: 

Due forme proiettive sovrapposte hanno sempre una coppia di 
elementi uniti, i quali possono essere reali distinti, oppure coinci- 
denti, od immaginari. 

2. Le cose e le definizioni esposte precedentemente permettono 
la generalizzazione dei teoremi fondamentali delle coniche. 
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Cosi possiamo ora dimostrare che una retta arbitraria del piano 
taglia una conica in una coppia di punti determinati reali distinti 
a coincidenti oppure immaginari. 

Infatti siano 5, 5,, 5 B , A 9 B cinque punti di una conica, sicché 
essa sarà il prodotto dei due fasci projettivi 

(1) S(S t AB) t S,(S t AB) 
oppure dei due 

(1)' S(S t AB), S t (S t AB). 

Una retta r del piano della conica taglierà i due fasci (1) in 
due punteggiate projettive che indichiamo con 

(2) r (SS„ SA; SB), r (S t S„ S t A, 5,B) 
e i fasci (i) f nelle 

(2)' r(SS t ,SA,SB), r (S t S„ S,A, S t B). 

Le involuzioni su r determinate dalle coppie di punti conjugati: 

rCSS^S.A; S t S„ SA) 
r(SS i9 S t B; 5 t 5 , SB) 

sono armoniche alle punteggiate (2); dunque l'involuzione I ar- 
monica a queste ultime è l'involuzione unita delle punteggiate 
projettive (2). Egualmente l'involuzione armonica alle 

r(SS t ,S t A; S t S t , SA) 

rCSS^S^i S à S it SB) 

è l'involuzione unita delle punteggiate projettive (2)'. Ora la retta 
r taglia i lati opposti dei quadrangoli: SS t S k A, S S X S % B in coppie 
di punti conjugati di una stessa involuzione; e in ciascuna di esse 
sono rispettivamente coppie di punti conjugati le coppie 

r(SS t > S 2 A, S i S ìl7 SA; S % A, 55J 

r(SS t9 SB; S t S^SB; S t B, SSJ; 

quindi sulla retta r le due involuzioni armoniche alle punteggiate 
(2) coincidono con quelle armoniche alle (2)'; epperò l'involu- 
zione I unita delle (2) è anche quella delle (2)'; dunque il teo- 
rema enunciato; che si può anche porre sotto la forma: 
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Le punteggiate projettive in cui una retta r del piano sega due 
qualunque dei fasci projettivi generatori di una stessa conica, hanno 
la stessa involuzione unita, i suoi elementi doppi sono quelli comuni 
alla retta ed alla conica. 

3. Possiamo anche generalizzare il teorema di Desargues nel 
caso che la retta' data nel piano della conica non tagli la conica. 
Infatti se AB CD è un quadrangolo inscritto nella conica data, i 
fasci A, B generatori della conica saranno tagliati da una retta r 
del piano in due punteggiate projettive in cui sono corrispondenti 
b coppie di elementi 

r(AQBC; AD 9 BD); 
quindi: 

r(AQBD; BC, AD) 

saranno coppie di elementi conjugati di un'involuzione l 1 armonica 
alle due punteggiate projettive su r, dunque: L'involuzione I 1 in 
cui la retta sega i lati opposti del quadrangolo ABCD inscritto alla 
conica contiene sempre la coppia di elementi che la retta r ha in 
comune colla conica. 

4. Dicendo ora poli armonici rispetto ad una conica ogni coppia 
di punti conjugati dall' iuvoluzione unita I delle due punteggiate 
projettive in cui la retta r del suo piano sega due qualunque dei 
fasci projettivi generatori della conica stessa, risulta di nuovo il 

teorema : 

/ poli conjugati di uno stesso punto O sono sopra una retta o,. 

Infatti siano (fig. no) OAA\ OBB 9 due rette condotte da 
a tagliare la conica nei punti A y A 1 ; B, B r rispettivamente. Al- 
lora la retta o t che congiunge gli altri due punti L, M diagonali 
del quadrangolo inscritto AA'BB 1 sarà tagliata da una retta r pas- 
sante per in un punto 0', che insieme ad 0, costituisce la coppia 
di elementi doppi dell'involuzione determinata dalle coppie 

r(AB,A'B'; AB' A'B). 

Ma d'altra parte l'involuzione stessa è armonica a quella dei 
poli conjugati su r; dunque 0, O f sono poli armonici rispetto 
alla conica. 

5. Le tangenti in A, A 1 alla conica si debbono tagliare nelle 
rette o % = LM, polare di 0; perchè o t taglia i due fasci genera- 
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tori A, A 9 in due punteggiate in involuzione. Seguono di nuovo 
in una parola tutte le proprietà della polare di un punto, ecc. 

S'intendono poi fatte le considerazioni correlative per le co 
niche inviluppi seguendo il principio di dualità del piano: e colla 
projezione da un centro si intenderanno estese le cose stesse ai 
coni di 2.* grado. 






Flg. HO. 

6. Date due coniche in un piano ed una retta arbitraria r di 
esso sono determinate su r due involuzioni di poli armonici rispetto 
alle coniche stesse. L'involuzione armonica alle due nominate ha 
per elementi doppi una coppia di poli armonici rispetto alle due 
coniche date; l'involuzione stessa contiene per coppia di elementi 
conjugati le coppie di punti in cui la retta r sega le due coniche. 

Ciò posto supponiamo che le due coniche date nel piano ab- 
biano un punto A epperò anche un altro punto B in comune (fi- 
gura in). 

Dai punti A y B conduciamo le rette AEE\ BFF' a tagliare le 
due coniche nei punti E, E 9 ; F, F 1 rispettivamente. Le rette E/ 7 , 



GEOMETRIA PROJETTIVA. 249 

E' P saranno lati opposti ad AB nei quadrangoli inscritti ABEF, 
ABEF 1 . I lati EF> E 9 F* opposti ad AB si taglieranno in un punto 
L = EF. E'F 9 : Similmente concepiamo un'altra coppia di qua- 
drangoli inscritti analoghi, ed il punto L % in cui si tagliano i lati op- 
posti ad AB. Dico che: La retta congiungente i punti LL t contiene 
necessariamente altri due punti comuni alle coniche date. 



j^ 







D F 



Fig. 111. 

Infatti sulla retta LL X è determinata una sola involuzione per 
ciascuna coppia di quadrangoli, nella quale involuzione sono con- 
iugate le coppie di punti in cui LL t sega le due coniche. D'altra 
parte esiste una sola involuzione armonica alle due involuzioni de- 
terminate sulla retta Li, dalle due coppie di quadrangoli; e questa 
involuzione su LL X è certamente formata di coppie di poli armo- 
nici rispetto alle due coniche. La coppia di elementi data da questa 
involuzione è quindi una coppia di elementi comuni alle due co- 
niche date. Osserviamo che alla stessa conclusione si perviene 
anche se i punti A, B sono infinitamente vicini, cioè se le due 
coniche date hanno un punto A in comune ed in quel punto la 
stessa tangente (fig. 112). Se ora la retta costruita LL t conte- 
nente gli altri due punti comuni alle due coniche date passa di 
nuovo per A (fig. 113); ciò vuol dire che in A sono riunite tre 
intersezioni delle due coniche, le quali si dicono osculatrici nel 
punto A; se finalmente la retta LL t coincidesse colla tangente 
stessa in A y allora in A sarebbero riunite le quattro intersezioni 
delle due coniche (fig. 114). 
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7. Costruita sulla retta LL t la involuzione I delle coppie di poli 
armonici comuni alle due coniche date, possiamo costruire per ogni 
punto P preso ad arbitrio nel piano la conica che passa per quel 




-^ li 



Fig. 112. 



punto e per i quattro punti comuni alle due coniche date. In una 
parola si può costruire quante si vogliono coniche del fascio deter- 
minato dalle due coniche date. E correlativamente si possono co- 




/ 



/ 




Fig. 113. 



Fig. 114. 



struire quanti si vogliono inviluppi di 2." classe appartenenti al 
fascio determinato da due dati inviluppi aventi due rette reali a, b in 
comune: basterà risolvere i seguenti problemi fra loro correlativi: 
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Costruire la conica circoscritta 
ad un dato triangolo, e rispetto 
alla quale un' involuzione di punti 
data sopra una retta che non passa 
per alcuno dei vertici del trian- 
golo, sia formata di coppie di poli 
armonici rispetto alla conica. 



Costruire per tangenti la co- 
nica inscritta ad un dato trian- 
golo, e rispetto alla quale un'in- 
voluzione di raggi dati in un 
fascio, il cui centro non sia sopra 
alcuno dei lati del triangolo, sia 
formata di coppie di rette conju- 



gate rispetto alla conica. 
Perciò sia (a sinistra) ABC il triangolo (fig. 115), u la retta 
su cui è data l'involuzione. Posto AB .u = M, AC. u = N si cer- 
cano i punti M t , N t che nell'involuzione data corrispondono ai 




Fig. 115. 

punti M ed N rispettivamente; e si cercano i punti M ed N' ri- 
spettivamente conjugati armonici di M ed N rispetto ad A, B; 
A, C. La MJM! sarà la polare di M rispetto alla conica richiesta 
e la retta N t N ! la polare di N. Onde posto M t M . MC= M", 
JVjN* . NB = N 11 , i punti D ed £, conjugati armonici rispettivamente 
di C e B rispetto ad M, Af"; N, N", sono due punti della conica 
richiesta; la quale è cosi determinata dai cinque punti A, B, C>D, E. 
Seguendo il principio di dualità possiamo ritenere risoluto il pro- 
blema a destra. 

8. Del resto più generalmente si possono risolvere i problemi 
correlativi nel piano: 
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Date sopra due rette del piano 
due involuzioni descrivere le co- 
niche rispetto alle quali le due in- 
voluzioni date sono formate di 
coppie di poli armonici. 

Od in altri termini: 

Descrivere le coniche che con- 
tengono due coppie di elementi 
reali immaginari. 



Dati in due fasci del piano 
due involuzioni descrivere le co- 
niche inviluppi rispetto alle quali 
quelle involuzioni sono formate di 
coppie di rette coniugate. 



Descrivere gli inviluppi di se- 
conda classe che contengono due 
coppie date di rette reali im- 
maginarie. 

Per costruire (a sinistra) le coniche in discorso basta il pre- 
mettere le seguenti osservazioni. Se r*, r", r 1 " (fig. 116) sono 
tre rette prese comunque nel piano di una conica G 2 \ che sup- 
poniamo data per ora, restano determinate su r* 9 r". r" 1 rispettiva- 
mente le involuzioni I f , I", I" di poli armonici. Ponendo 

r"r«z=A y r"V = B, rV'= C 

sieno B\ O i poli armonici di 5, C su r f ; A!', C, quelli di A, C 
su r"; A» 9 , B» quelli di A 9 B su r w . Le rette APA", W"B\ OC 
saranno rispettivamente le polari dei punti A, B, C; quindi le 
rette stesse taglieranno rispettivamente le r\ r", r 1 " nei punti 
A\ B" y C"' di una stessa retta (fig. 116); e ciò perchè due trian- 
goli polari reciproci rispetto ad una stessa conica sono omolo- 
gici. Le involuzioni I', I" y I rt sono determinate dalle coppie 
(BB\ CO), (CC", A A"), (AA"\ BB"') rispettivamente. Ora date 
su r 1 , r" le rispettive involuzioni I r , I" è determinata pure quella I, 
che ha per coppie di elementi conjugati AB, MM' essendo Àf, Àf ' 
rispettivamente i punti ove A lì C\ B'C segano r"'. Inoltre consi- 
derando i quadrangoli A'^'AB", A*B'C 9 C\ ne segue òhe essi sono 
tagliati da r"' nella stessa involuzione I, che quindi è quella deter- 
minata dalle coppie AB, MM'. Dunque ad I apparterrà la coppia 
A ìì B m . Ma allora I'" è armonica ad I, quindi gli elementi doppi 
di I'" sono elementi conjugati di I. 

Variando adunque la conica senza variare 1', I" risulta di qui la 
generalizzazione dfel teorema di Sturm; anche quando le due coppie 
di punti che hanno in comune le coniche siano coppie di elementi 
immaginari; cioè: 

Le coniche passanti per due coppie date di elementi immaginari 
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reali, ossia le coniche di un fascio, sono tagliate da una trasver- 
sali in coppie di punti coniugati di una stessa involuzione. 




«g. no. 
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Di qui evidentemente la soluzione del problema proposto. Se 
infatti le due involuzioni date (ossia le due coppie date di ele- 
menti) siano I 1 , 1"; e assumiamo un punto P ad arbitrio nel piano 
di r\ r", condurremo per P una retta ad arbitrio r'" e su di essa 
costruiremo l'involuzione I determinata dalle coppie AB, MM\ 
essendo, come precedentemente, A, B i punti in cui r'" taglia le 
rette /, r"; ed Ài, M 1 i punti ove r'" taglia rispettivamente le 
rette A"C\ B'C"; ed al solito è C = r'r" e C, C" i conjugati di 
C in I', I"; ed A", B' i conjugati di A y B in I", I'. Poscia trove- 
remo il conjugato P' di P in I, che sarà, insieme a P, un punto 
della conica del fascio passante per P. Variando r 1 " intorno a P si 
avranno quanti punti si vogliono della conica. 

Correlativamente si risolverebbe il problema a destra. 

9. Vediamo ora come date due forme elementari projettive 
sovrapposte si possono costruire, senza l'intervento dell'involu- 
zione unita, gli elementi uniti che possano avere le forme stesse. 

Cominciamo a risolvere adunque i seguenti problemi: 



Date due serie projettive di 
tangenti di una conica C® tro- 
varne, se esistono, le tangenti 
unite. 
A tale scopo siano (a sinistra) A y B, C tre elementi di 2; e 

B 



Date due serie projettive 2 * 
2! di punti sopra una conica C W 
costruirne, se esistono, gli elementi 
uniti. 




A', B\ C i tre corrispondenti in 2' ( fi g- XI 7)- Projettando da A 
i punti di 2 r , e da A 1 i punti 2, si ottengono i due fasci 

AtA'B'C'...), A' (ABC.) 
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che sono projettivi; anzi prospettivi per essere unito il raggio A A. 
Le coppie di raggi corrispondenti dei due fasci si segheranno in 
punti della retta X che congiunge i punti: 3© = AB 1 C = AC 1 . A'C. 
Assunte le tre coppie A, A*;B 9 B'; C, C di punti corrispondenti, suf- 
ficienti per determinare la corrispondenza projettiva fra gli ele- 
menti di 2 e 2', per trovare il punto di 2' corrispondente del 
punto D di 2, basterà prò jettare D da A\ tagliare con f = J8 C , 
indi projettare da J 9 il punto t . A'D ottenuto colla sezione, e 
finalmente trovare il 2. punto D d'intersezione del raggio proiet- 
tante colla conica data C<'>: sarà quello il punto domandato. Segue 
da ciò che i punti comuni alla retta t e alla conica C< 2) saranno 
i punti uniti domandati. Questi punti saranno adunque due reali 
distinti, se la retta t sega la conica C<*); oppure coincideranno 
in un sol punto, se t è tangente a CW; finalmente non esisteranno 
elementi uniti, oppure, colle nostre definizioni, le due forme 
avranno una coppia di elementi uniti immaginari, se t non sega 
CP>. Seguendo il principio di dualità nel piano si risolve il pro- 
blema correlativo a destra. 



10. Se A 9 B> C sono tre punti 
di 2; e A\B\Oì loro corri- 
spondenti di 2', l'esagono: 

AB'CA'BC 

è un esagono di Pascal, che 
ha per retta di Pascal la retta 
f=r5 # C # , essendo: 

B % =zAB'. A'B, C § = AO.A'C. 

Segue da ciò che la retta t 
rimane la stessa quando, nella 
costruzione di 2> 2 r , ai centri 
Ay A* di proiezione si sostituisca 
B 9 B' oppure C, C 9 ; e quindi in 
generale due punti corrispon- 
denti quali si vogliano delle due 
serie projettive 2, 2', onde: 



Se a, b, e sono tre tangenti 
dell'una serie 2, di tangenti; e 
a', b\ à le loro corrispondenti 
dell'altra serie 2',, l'esagono: 

ab' ca'bc' 

è un esagono di Brianchon che 
ha per punto T di Brianchon il 
punto T=i g c , essendo: 

b % "=.ab .ab, c % = ac . ac. 

Segue da ciò che il punto T 
rimane lo stesso quando, nella 
costruzione di 2,, 2',, alle rette 
a, a' di sezione si sostituiscono 
le rette b> b\ oppure e, à\ e 
quindi in generale due rette (tan- 
genti) corrispondenti quali si vo- 
gliano nelle due serie projettive 
2,, 2 f i, onde: 



2\6 
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Le coppie di rette come AB', 
A'B che nelle due serie projettive 
S, 2' congiungono dm punti nelle 
due serie e i loro corrispondenti, 
si tagliano in punti di una retta 
fissa. 

11. Supponiamo che le due 
serie 2el' siano in involuzione. 
La loro corrispondenza sarà de- 
terminata da sole due coppie: 
A, A 1 ; B 9 B' di elementi conju- 
gati; e la retta t sarà quella 
(fig. ii 8) che congiunge i punti 
Aff. A% AB . A?B\ ossia sarà la 



Le coppie di punti, come ab', 
a'b, che nelle due serie projettive 
2,, 2\> sano le intersezioni di due 
rette delle due serie e delle loro 
corrispondenti, sono allineate con 
un punto fisso. 

Immaginiamo ora che le due 
serie 2,, 2 t siano in involuzione. 
La loro corrispondenza sarà de- 
terminata ;da sole due coppie: 
a 9 a!; b, V di tangenti conjugate. 
Il punto T sarà l'intersezione 
delle due congiugenti ab', a'b ; 
ab . a'b' y ossia T sarà il polo della 




retta polare del punto AA 1 . BE'; 
ed ogni coppia di punti conju- 
gati dell' involuzione si costruisce 
trovando le coppie di punti d'in- 
tersezione della conica, colle rette 
condotte pel punto AA\ BB\ An- 



retta aa 1 . bb' : ed ogni coppia di 
tangenti conjugate dell'involu- 
zione si otterrà costruendo le 
coppie di tangenti della conica 
condotta dai punti della retta 
aa' . bb'. Anche qui le tangenti 
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che qui i punti ove la retta t condotte dal polo T saranno le 
sega la conica C (2) saranno i tangenti doppie dell' involuzione, 
punti doppi dell'involuzione. 

Il punto AAì. BB f o il punto T l'abbiamo già detto centro del- 
l' involuzione; e la retta t, ossia la retta ad. bV 9 l'asse dell'invo- 
luzione. 

12. In questo modo possiamo dire di aver risoluto in gene- 
rale il seguente problema: 

Date due forme elementari projettive sovrapposte, non congruenti, 
costruirne gli elementi uniti. 

Cosi in particolare: 

Si vogliano costruire i raggi 
uniti di due fasci projettivi so- 
vrapposti; essendo a, 2!, b, b r ; c,c r 
le tre coppie di raggi corrispon- 
denti dati per fissare la corrispon- 
denza projettiva. 

Si conduca per il centro 5 
del fascio, un cerchio (fig. 119) 
a tagliare i raggi a> b 9 e, a 9 9 b\ à 
rispettivamente nei punti A, B, C 9 
A; B' 9 O. Si trovi la retta * 
congiungente i punti AB 9 . A f B, 
AC'.A'C e si projettino da 5 
le intersezioni di essa retta col 
cerchio; i raggi projettanti sa- 
ranno chiaramente i raggi uniti 
richiesti. 



Si vogliano costruire i punti 
uniti di due punteggiate projet- 
tive sovrapposte; essendo A, A!; 
B, B'; C, C 9 le tre coppie di punti 
corrispondenti dati per fissare la 
corrispondenza projettiva. 

Si conduca in un piano pas- 
sante per la retta u un cerchio 
tangente in un punto qualunque 
M (fig. 120) alla retta; si co- 
struiscano le tangenti a, b, e, 
a\ b 9 9 d rispettivamente condotte 
al cerchio dai punti A 9 B 9 C 9 
A 9 , 2P, O; indi si trovi il punto 
5 di intersezione delle rette: 
ab 9 . o!b 9 ad .a 9 c\ i punti d'inter- 
sezione di u colle tangenti al 
cerchio condotte da 5 sono i 
punti uniti domandati. 
In generale poi è ovvio il concepire come, colle operazioni, si 
possano trovare gli elementi uniti di due forme elementari projet- 
tive sovrapposte quali si vogliano. 

13. I problemi la cui soluzione è ricondotta alla costruzione 
degli elementi uniti di due forme elementari projettive sovrapposte 
sono dunque anche quei problemi le cui soluzioni sono date da 
un'equazione algebrica di 2. grado, e che diconsi perciò di 
2. grado. Tali problemi possono cosi avere due soluzioni reali 
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distinte, oppure coincidenti (cioè a dire una sola), o finalmente 
due soluzioni immaginarie, cioè geometricamente nessuna soluzione. 
Nel piano quindi, i problemi di 2. grado, cioè i problemi che 
sono ricondotti alla costruzione degli elementi uniti di due forme 
sovrapposte projettive, sono anche quei problemi che vengono ad 
essere risoluti colla riga e col compasso; cioè dalle intersezioni 
di una retta con un cerchio; o dalle tangenti condotte da un punto 

& 

S 




Pig. 119. 

ad un cerchio. Nel piano poi hanno una soluzione unica, certa- 
mente quei problemi risolvibili colla sola riga; poiché la loro so- 
luzione è data dal punto comune a due rette; o dalia retta con- 
giungente due punti. Tali problemi dipendono appunto dalla ri- 
soluzione di un'equazione algebrica di i.° grado; e diconsi perciò 
problemi di i.° grado. 

Un problema di i/> grado, appunto dipendente da un'equa- 
zione algebrica di i.° grado, è quello risoluto alla pag. 32, n.° 3, 
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oppure alla pagina 77 e seguente. Così sono problemi di i.° grado 
quelli della costruzione delle forme elementari projettive; quelli 
che derivano dai teoremi di Pascal e di Brianchon; il problema 
risoluto per due punteggiate projettive a pag. 99, cioè: dato uno 
dei due elementi uniti trovare l'altro. 




/ 



Fig. ISO. 

Ritornando ai problemi di 2. grado, essi sono appunto ricon- 
dotti alla ricerca degli elementi uniti, quando siano costruite due 
terne di elementi corrispondenti nelle due forme projettive sovrap- 
poste i cui elementi uniti danno le soluzioni volute. Tal metodo 
di soluzione dei problemi di 2. grado viene detto metodo di falsa 
posizione; perchè la costruzione delle tre coppie di elementi corri- 
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spondenti nelle due forme projettive sovrapposte i cui elementi 
uniti risolvono il problema, sono come tre tentativi che si fanno 
per la soluzione del problema stesso. 

Diamo qui le soluzioni di alcuni problemi di 2.° grado col me- 
todo indicato; rimandando, per buona raccolta di esempi, ai già 
citati libri del signor Reye e del signor Cremona. 



14. Trovare i punti d'incontro 
di una retta con una conica data 
per cinque punti. 



Trovare le rette passanti per 
un punto dato e tangenti ad una 
conica data per cinque tangenti. 



Se (a sinistra) indichiamo con A 9 B 9 C, D 9 E i cinque punti 
dati della conica, tagliamo colla retta data p i due fasci di raggi: 
A (B CD), E (B CD); otterremo appunto tre coppie di punti che 
determinano sulla retta p la corrispondenza in due punteggiate 
projettive; gli elementi uniti (che si sanno costruire) danno ap- 
punto le intersezioni richieste. Correlativamente seguendo il prin- 
cipio di dualità, si risolve il problema a destra. 

Un altro problema pure di 2.° grado è il seguente: 

Date quattro rette comunque poste nello spazio, cioè tali che a 
due a due non si tagliano, trovare le rette che si appoggiano alle 
quattro rette date. 

I fasci dei piani che da due delle rette ne projettano i vari 
punti di un'altra, segnano sulla rimanente retta due punteggiate 
projettive i cui elementi uniti risolvono evidentemente il problema. 



15. Inscrivere in una conica 
un poligono semplice i cui lati 
passino per altrettanti punti dati. 



Circoscrivere ad una conica un 
moltilatero semplice, i cui vertici 
siano sopra altrettante rette date. 



Si voglia, ad esempio (a sinistra), inscrivere in una conica 
data (fig, 121) un triangolo i cui lati passino per i punti S f , S %9 S % 
rispettivamente. Se L xf L %9 L % sono tre punti assunti ad arbitrio 
sulla conica, projettati da 5, sulla conica stessa daranno i punti 
L\ 9 I/ a , Z/ 3 ; projettati quest'ultimi da 5 f sulla conica daranno per 
projezioni i punti L!\ 9 Lf\ 9 I.",; finalmente le projezioni ottenute 
projettate sulla conica da 5 t daranno i punti L m ì9 L w %9 L w % . I punti 
uniti A ed A 9 delle due punteggiate projettive sulla conica deter- 
minate dalle tre coppie L t , L w t ; L t9 L lf \; L %9 L m M daranno le due 
soluzioni del problema. Infatti si projetti A da 5, sulla conica; 
la projezione B di A si projetti da 5 2 ; la proiezione C di B si 
projetti da 5,; io dico che la detta projezione X di C sarà di 
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nuovo A; onde A, B 9 C sarà un triangolo richiesto. Infatti è 
chiaro che la forma L t L t L s A sarà projettiva alla forma: UJJJJJB; 
quest'ultima projettiva alla L!\L^JJ\C\ e finalmente la i^iy^C 
projettiva alla L m t L m t L m M X; dunque la L t L % L % A projettiva alla 
V\L lu t L m t Xi quindi X coincide con A. Allo stesso modo si opera 
per un poligono di un numero qualunque di Iati; e seguendo il 
principiò di dualità si risolve il problema a destra. 




Fig. 1*1, 
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CAPITOLO Vili. 



Projettività e reciprocità delle forme fondamentali di 2. a specie. 



§ I. Definizioni — Generalità* 

1. Due forme fondamentali di 2.* specie si diranno projettive 
od omografiche oppure in corrispondenza omografica o lineare, 
se si deducano Vuna dall' altra con un numero finito di operazioni 
(projezioni da un centro, sezioni con un piano). Come per le forme 
fondamentali di i.* specie si diranno: 

i.° Fra loro corrispondenti due elementi che si determinano 
reciprocamente colle operazioni che servono a passare dalVuna al- 
l' altra forma. 

2.° Uniti gli elementi che coincidono coi loro corrispondenti. 
3. Elementi limiti quelli i cui corrispondenti cadono alY in- 
finito. 

4. E si diranno forme projettive sovrapposte quelle che 
appartengono ad una stessa forma fondamentale. 

Cosi sono dunque projettive due stelle che abbiamo dette pro- 
spettive; e sono appunto corrispondenti due raggi che projettano 
uno stesso punto e due piani che projettano una stessa retta del 
sistema piano projettato dalle due stelle. È unito il raggio co- 
mune alle due stelle; ed è composto 'di piani uniti. 

Sono altresì projettivi due sistemi piani prospettivi; e sono ap- 
punto corrispondenti due punti che si trovano in uno stesso raggio 
della stella di cui essi sono sezioni; e sono corrispondenti pure 
due rette che si trovano in uno stesso piano della stella stessa. 
È quindi unita e composta di punti tutti uniti la retta s interse- 
zione dei piani dei due sistemi. 

Il centro della stella e la retta s si dicono anche rispetti- 
vamente il centro e l'asse di prospettiva dei due sistemi pro- 
spettivi. 



GEOMETRIA PROJETTIVA. 263 



2. Due sistemi piani prospettivi sono, in altri termini, l'uno la 
projezione dell'altro fatta sul proprio piano dal centro di pro- 
spettiva. 

Le intersezioni r, q 1 dei piani condotti per paralleli ai piani 
w, a dei due sistemi 2, 2 r prospettivi, rispettivamente coi piani 
stessi a, <u sono le rette limiti dei due sistemi; e ciascuna è il 
luogo dei punti limiti del sistema a cui appartiene (fig. 122). 

Se il centro di prospettiva cade 

all'infinito; se, cioè, i due sistemi / /\ // 

piani sono le sezioni di una stella / / /* \ 

di raggi e di piani paralleli ad una / \ \"y\ \ 

retta fissa; allora i sistemi prospet- |\ tj V 1 / 

tivi 2, 2' diconsi affini. Le rette / \ /(" , \2l- — X 
limiti sono le rette all'infinito dei / V- — T s*\* s 
loro piani. j X I X Jr 

Se poi essendo al finito il centro ^-^ i^- ^/ 

O di prospettiva, i piani w, a dei / / 

due sistemi sono paralleli, le rette / / 

limiti coincidono nella retta all'in- ^ 

finito dei loro piani; i sistemi si * ,g " m ' 

dicono simili; e sono simili due punteggiate fra loro corrispon- 
denti pei sistemi stessi. Se poi anche il centro di prospettiva cade 
all'infinito, allora i due sistemi piani si dicono congruenti od eguali: 
l'uno di essi si sovrappone all'altro con una traslazione parallela 
alla retta il cui punto all'infinito è il centro di prospettiva. 

Come esempi di forme projettive sovrapposte abbiamo anche 
i sistemi piani omologici e le stelle omologiche; per le quali forme 
abbiamo già detto corrispondenti due elementi che si determinano 
appunto reciprocamente colle operazioni che servono a passare 
dall' un sistema piano o dall'una stella all'altro sistema od all'altra 
stella. 

Finalmente è evidente che per le forme fondamentali di seconda 
specie projettive valgono i teoremi a) y b) dati a pag. 25, 26 per 
le forme projettive di prima specie. 

3. Dalle definizioni date sulle forme projettive risulta subito: 
a) In due sistemi piani projettivi 2, 2' ad un punto M di 2 

corrisponde un punto M' di 2'; e ad una retta p passante per M 
in 2 corrisponde una retta p' passante per W in 2 f . 
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b) In due stelle proiettive S, S' ad un raggio r dell'una stella S 
corrisponde un raggio r' dell'altra S'; e ad un piano p passante per un 
raggio r di S corrisponde un piano p* di S' passante per il raggio r 1 . 

e) In un sistema piano 5 projettivo ad una stella S' ad un 
punto P di 2 corrisponde in S' un raggio p'; e ad una retta g di 
2 passante per P corrisponde un piano y 1 di S' passante per p'. 
Ed in generale: 

d) In due forme fondamentali di 2. a specie proiettive, ad una 
forma fondamentale di i. a specie dell'una corrisponde nell'altra una 
forma fondamentale di i. a specie proiettiva alla prima. 

4. Due quadrangoli completi situati nello stesso piano in piani 
differenti sono projettivi, fissando ad arbitrio le coppie di vertici che 
nei due quadrangoli debbono essere fra loro corrispondenti. 

Siano infatti, A, B, C, D i vertici dell'un quadrangolo (J2) ed 
A' 9 B\ C\ D> quelli dell'altro quadrangolo (C) corrispondenti 
ordinatamente ai primi. Supponiamo dapprima che i due quadran- 
goli siano nei piani differenti ir, nt; e sulla retta EE' che unisce 
i punti diagonali E= AB . CD, E 1 = A'B 1 . CD 1 , che si debbono 
corrispondere, prendiamo un punto da cui projettiamo (J2) sopra 
un piano passante per £'. Otterremo un nuovo quadrangolo (O 
i cui vertici A l9 B t , C t9 D l9 sono rispettivamente le projezioni di 
A y B, C, D; e i lati opposti A t B l9 C t D t si taglieranno in £'. E 
poiché A'B'y A t B t si tagliano in £' ne segue che le rette A'A t , 
B'B Ì si taglieranno in un punto 0,. Projettando ora da O x il 
quadrangolo (<2,) sopra un piano passante per A'B' otterremo un 
nuovo quadrangolo (£2») i cui vertici A\ 2?', C«, D % sono le pro- 
iezioni di A %9 B l9 C l9 D x rispettivamente; e i lati opposti AB\ CD t 
si taglieranno ancora in E'. Dunque anche OD\ CJD % si taglie- 
ranno in P, epperò C'C„ D'D 2 si taglieranno pure in un punto V . 
Projettando ora da 0, il quadrangolo (<2 9 ) sul piano tt' di (fi% 
si ottiene (J2')> ^ c ^ e dimostra quanto si voleva. 

Se (J2) e (J2') fossero nello stesso piano n basterà projettare 
uno di essi da un centro fuori di rc; indi tagliare con un nuovo 
piano 7t r ; e si è ricondotti evidentemente al caso precèdente. 

5. Quando i due quadrangoli sono dati in un piano sarà dimo- 
strato che sono, nel modo voluto, projettivi se si passa dai ver- 
tici A, B, C, D dell'uno ordinatamente ai vertici A\ B\ C\ D 9 
dell'altro con un numero finito di omologie del piano stesso. 
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A tale scopo dobbiamo, in altri termini, trovare delle omo- 
logie per cui il quadrangolo AB CD venga da ultimo trasformato 
nel quadrangolo A'B 1 CD'. 

Essendo S = AB. A'B' ed O = A A 1 . BB' 9 col centro O di omo- 
logia con un asse s passante per 5 e colla coppia A, A 1 di punti 
corrispondenti, costruendo la figura omologica di (Q) si otterrà 
un nuovo quadrangolo (£),) = A'B'C ì D l ; essendo quindi C t9 D t i 
punti corrispondenti di C 9 D nell'omologia considerata. Coir asse 
A'B', colla coppia C X C di punti corrispondenti e con un centro O x 
sulla C, C otterremo una nuova omologia, colla quale dal qua- 
drangolo (£,) passeremo al quadrangolo (<2«) = A'B'C'D^ essendo 
D % il punto corrispondente di D y 

Sia Z), il punto in cui CD 1 sega B'D %9 coir omologia che 
ha per centro B' per asse A'C ed in cui sono corrispondenti 
£> a , Z), passeremo dal quadrangolo (£)«) al quadrangolo 

(QJ = A'B'CD y 

Finalmente passeremo da ((2 3 ) a ((2') coli' omologia di centro O 
di asse A'B' e nella quale sono corrispondenti D v D': e. d. d. 

6. Di qui segue immediatamente: 

Due quadrilateri completi sono projettivi fissando a piacere le 
coppie di lati che si vogliano fra loro corrispondenti. 

Se i lati a 9 b 9 e, d dell'uno debbono rispettivamente corrispon- 
dere ai lati a' y W 9 c' 9 d! dell'altro quadrilatero, allora basterà che al 
quadrangolo (Q), i cui vertici sono ab 9 bc 9 cd 9 ad 9 corrispondi il 
quadrangolo (J2*) ; i cui vertici corrispondenti ai primi sono a'b' 9 
b'd 9 c'd\ d'a'. 

Dai teoremi ora dimostrati seguono senz'altro i seguenti: 

a) Un quadrangolo ed un angolo quadrispigolo ; un quadri- 
latero ed un angolo tetraedro sono projettivi, in modo che ai ver- 
tici del quadrangolo od ai lati del quadrilatero si possono far cor- 
rispondere a piacere gli spigoli dell'angolo quadrispigolo o le f accie 
dell 9 angolo tetraedro. 

b) Due angoli quadrispigoli o due angoli tetraedri sono projet- 
tivi in modo che agli spigoli o alle f accie dell'uno si possono far 
corrispondere a piacere gli spigoli o le f accie dell' altro. 

7. In due sistemi piani projettivi 2, 2' siano (Q) = ABCD 9 
((?') = AB' CD' due quadrangoli corrispondenti, essendo AA\ BB' 9 
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CC'y DLf le coppie di vertici corrispondenti. Se Af è un altro 
punto di 2 ed M' il suo corrispondente in 2' sarà: 



G) 



/ A(BCDAf)~hA'(B'C , D'M') 
B (ACDM) y\ # (A'C'iyMt) 
C (ABDM) A O (A'B'D'AP) 
D (ABCM) A # (AtVQKf) 



Ora dati i due quadrangoli (<2), (J2 f ) e dato il punto Af di 2, 
due qualunque dei fasci projettivi di raggi ora considerati sono 
determinati nella loro corrispondenza e servono a determinare il 
corrispondente Af di Af indipendentemente dal sistema di opera- 
zioni che servono a passare da (Q) a ((?)• 

D'altra parte per le costruzioni date, si può variare all'infi- 
nito il sistema delle operazioni che servono a passare da (<2) a (JQ?) 
nel modo voluto; dunque qualunque sia il sistema usato di ope- 
razioni passeremo sempre dal punto M necessariamente ad un 
unico e determinato punto Al'. In altri termini: 

e) La corrispondenza in due sistemi piani projettivi è deter- 
minata quando siano dati due quadrangoli corrispondenti» 

Ed in modo analogo si dimostra: 

d) La corrispondenza in due sistèmi piani projettivi è deter- 
minata da due quadrilateri corrispondenti. 

E quindi: 

e) In un sistema piano e in una stella fra loro projettivi la cor- 
rispondenza è determinata da un quadrilatero o da un quadrangolo 
e rispettivamente dal relativo angolo tetraedro o quadrispigolo cor- 
rispondente. 

f) In due stelle projettive la corrispondenza t determinata da 
due angoli quadrispigoli o tetraedri fra loro corrispondenti. 

Ed anche: 

g) In due sistemi piani projettivi la corrispondenza è deter- 
minata da due triangoli corrispondenti e da una coppia di punti o 
di rette corrispondenti; che non appartengono rispettivamente ai lati 
o ai vertici dei relativi triangoli corrispondenti. 
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Od anche: 

h) La corrispondenza è determinata quando a due fasci di 
raggi delVun piano si facciano corrispondere due fasci di raggi 
del 2. piano progettivi ai primi, in modo che al raggio comune ai 
due fasci del primo piano corrisponda il raggio comune ai due fasci 
dell'altro. 

Oppure: 
k) La corrispondenza proiettiva i determinata quando a due 
punteggiate dell 3 un piano si facciano corrispondere due punteggiate 
delV altro piano projettive a quelle del primo; in modo che al punto 
comune delle due punteggiate dell' un piano corrisponda il punto co- 
mune delle due punteggiate corrispondenti dell'altro. 

Precettando da un centro, o da due centri, si estendono su- 
bito i criteri g), h), k) per la determinazione della corrispondenza 
projettiva di un sistema piano e di una stella; e di due stelle. 

Inoltre risulta subito: 

Se in due sistemi piani progettivi sovrapposti i vertici di un qua- 
drangolo i lati di un quadrilatero sono elementi uniti i due sistemi 
sono- coincidenti; cioè ogni elemento coincide col suo corrispondente. 

Ed anche: 

Se in due stelle projettive sovrapposte sono elementi uniti gli spi- 
goli di un angolo quadrispigolo o le f accie di un angolo tetraedro 
le due stelle projettive coincidono; cioè ogni elemento coincide col suo 
corrispondente. 

8. Segue ancora che se fra gli elementi di due sistemi piani 
si pone una corrispondenza che gode delle proprietà a) del n.° 4, 
i due sistemi piani cosi riferiti sono essenzialmente projettivi colla 
definizione data. Infatti dalle proprietà a) risulta che se un punto 
M percorre una retta g dell' un sistema 2 il punto M corrispon- 
dente percorre una retta g ì dell'altro sistema 2 ; ; in modo che ad 
una forma armonica di g corrisponde una forma armonica di g'. 
In una parola se la corrispondenza gode della proprietà a) essa 
è tale che ad una forma fondamentale di i. a specie dell' un sistema 
2 corrisponde nell'altro 2 1 una forma fondamentale di i.° specie 
projettiva alla prima. Quindi se ai vertici A, B, C, D di un qua- 
drangolo (Q) di 2 corrispondono ordinatamente i vertici A'B 9 OD 1 
di un quadrangolo (£)') di 2' e se al punto M di 2 corrisponde 
in S r il punto A4 1 , avranno luogo allora le relazioni (I); epperò 
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si passerà necessariamente dal sistema 2 al sistema 2' colle ope- 
razioni con cui si passa da (£) a (<2 ; ) c. d. d. 

Dunque analogamente: 

Le proprietà b) e e) del n.° 4 servono a definire la corrispon- 
denza proiettiva fra un sistema piano ed una stella fra due stelle. 

§ 2. E/ementì uniti nelle forme fondamentali di 2* specie proiettive. 

Forme in involuzione. 

1. Nel piano sono correlativi i seguenti teoremi: 



Se due sistemi piani proiet- 
tivi sovrapposti hanno tre punti 
uniti in linea retta, essi sono 
omologici. 



Se due sistemi piani proiet- 
tivi hanno tre rette unite concor- 
renti in un punto essi sono omo- 
logici. 



Infatti (a sinistra) i due sistemi piani projettivi sovrapposti 
2, 2' abbiano i tre punti uniti E y F y G in una retta s. Allora 
alla punteggiata s di 2 corrisponderà certamente una punteggiata 
di 2' projettiva e sovrapposta alla s; e nelle due punteggiate pro- 
jettive saranno uniti i punti £, F, G; dunque le punteggiate stesse 
coincideranno, cioè saranno uniti tutti i punti della retta s. 

Se siano quindi a, b> e i lati di un triangolo di 2 ed a\ b\ e* 
i loro corrispondenti in 2'; allora i due triangoli abc 9 a'b'c 1 sa- 
ranno omologici perchè le coppie aa\ bb\ cc\ di lati si tagliano 
in punti della retta s. Dunque le rette ab . a'b ! 9 bc . Vc\ ca . c'a' 
si taglieranno in un punto O che sarà necessariamente un punto 
unito dei due sistemi piani projettivi dati; e saranno unite le rette 
stesse: epperò il fascio sarà un fascio di raggi uniti dei due 
sistemi piani projettivi che saranno dunque omologici essendo O 
il centro ed s Tasse di omologia. Seguendo il principio di dua- 
lità del piano si dimostra il teorema a destra. 

Colla projezione il teorema precedente si estenderà subito alle 
stelle projettive, cioè: 



Se due stelle projettive so- 
vrapposte hanno tre raggi uniti 
situati in uno stesso piano le due 
stelle sono omologiche. 



Se due stelle projettive so- 
vrapposte hanno tre piani uniti 
passanti per uno stesso raggio le 
due stelle sono omologiche. 



2. Segue ancora immediatamente, che se in due sistemi piani 
projettivi sovrapposti 2, 2' la corrispondenza è involutoria, cioè 
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ad un elemento, punto o retta, del piano corrisponde sempre lo stesso 
elemento sia che l'elemento assunto si consideri appartenente a 2 che 
a 2* i due sistemi sono omologici. 

Infatti (fig. 123) se AA', BB' sono due coppie di punti cor- 
rispondenti non in linea retta, le rette AA^ BB 1 saranno rette 
necessariamente unite e sarà unito il punto loro comune C. Cioè 
su ciascuna delle rette AA\ BB 1 avremo due punteggiate projet- 
tive in involuzione di cui C sarà un elemento doppio; i punti 
M 9 N in cui le congiungenti i punti 5 = AB . A'B\ L = AB' . A'B 
segano rispettivamente AA\ BB 1 saranno gli altri due elementi 
doppi. Quindi la retta MN sarà pure una retta unita; e sic- 
come in essa i punti 5 od I sono pure punti uniti, la retta 

C 
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stessa LS = s sarà composta di punti tutti uniti e la corrispon- 
denza di due sistemi proiettivi sarà dunque quella dell'omologia 
armonica che ha per centro e per asse s. 

Diremo quindi brevemente: 

Due sistemi piani progettivi in involuzione determinano un'omo- 
logia armonica. 

Similmente : 

Due stelle proiettive in involuzione, ossia in corrispondenza in- 
volutoria, determinano un'omologia armonica della stella. 

3. Due sistemi piani progettivi sovrapposti qualsivogliano , che 
non siano in involuzione hanno almeno: 
un punto unito. \ una reità unita. 
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Siano 2, 2' due sistemi piani projettivi generali, quindi né 
omologici né in involuzione. Se 5 è un fascio del loro piano, al 
fascio S considerato appartenente a 2 corrisponderà in 2' un fascio 
S' projettivo ad 5; e similmente al fascio S di 2' corrisponderà in 
2 un fascio 5 projettivo ad S. Le coppie S, S*; S, S # di fasci projet- 
tivi generano due coniche C<*), C'W che avranno in 5 un punto co- 
mune; e che quindi in S si toccheranno oppure no. Se C<*>, C'< 2 > 
avessero in 5 la stessa tangente, allora osservando, che in generale 
ai due raggi di 2 che projettano da 5 e da S uno stesso punto 
di C'W corrispondono in 2' due raggi .che projettano da S # , S un 
corrispondente punto di C®, segue che ai raggi SS ed SH> H 
essendo un punto della tangente in H 9 corrisponderanno in 2 f i 
raggi SH y S'S; dunque 5 sarà un punto unito che avranno in tal 
caso i due sistemi piani projettivi 2> 2'; e sarà poi unito ciascuno 
dei due punti che possono ancora avere in comune le due co- 
niche G*\ C'W. Nel caso che C&\ C'W non si toccano in S, 
allora, come abbiamo già ammesso in addietro, è evidente che 
le due coniche avranno almeno un altro punto in comune, perchè 
il punto in cui la tangente in S ad una di esse sega l'altra 
sarà un punto esterno per la prima; e quindi quel punto generando 
con continuità la seconda conica attraverserà, oltre che in 5, anche 
in un altro punto la prima conica che sarà cosi un punto unito 
almeno dei due sistemi projettivi dati. Anche qui sarà unita cia- 
scuna delle due rimanenti intersezioni delle due coniche. Partendo 
da una retta s non unita si dimostra, in modo correlativo, che i 
due sistemi piani avranno almeno una retta unita. 

Osserviamo poi che per ogni punto unito E passano al più 
due rette unite; che sono i raggi uniti dei due fasci E projettivi 
sovrapposti essenzialmente non coincidenti, fra loro corrispondenti 
in 2, 2 r . Similmente sopra ogni retta unita vi saranno due punti 
uniti al più; cioè: 

Ciascun punto unito è l'intersezione di due rette unite; e ciascun 
retta unita è la congiungente di due punti uniti. 

Possiamo anche dire che (vedi pag. 249): 

Due sistemi piani projettivi sovrapposti hanno in generale un 
triangolo di elementi uniti. Di questo triangolo possono essere reali 
soltanto un vertice ed il lato opposto. Possono i due lati del trian- 
golo coincidere in una sola retta SP quando le due coniche CW, C f <*> 
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segandosi in S, si toccano in un altro punto P nel quale vengono 
a coincidere gli altri due punti uniti che possono avere i due si- 
stemi piani progettivi; la tangente in P alle due coniche insieme 
alle due rette coincidenti in SP danno allora il sistema delle rette 
unite. Lo stesso caso si ha quando toccandosi in S un'altra delle in- 
tersezioni delle due coniche viene a coincidere in S, cioè quando le 
due coniche si osculano in S. In tali casi in sostanza i due sistemi 
piani projettivi hanno soltanto due rette unite distinte e due punti 
uniti distinti. Il triangolo pub avere tutti tre i lati coincidenti quando 
le due coniche C < 2 >, C W segandosi in S hanno le tre ulteriori inter- 
sezioni coincidenti in un punto E; oppure quando toccandosi in S, 
nel punto S vengano a coincidere le ulteriori intersezioni delle due 
coniche. In tal caso i due sistemi piani hanno in sostanza un sol 
punto ed una sola retta unita. 

4. Siano ora date nel piano due coniche C^\ C f W e siano 2, 
5/ i relativi sistemi polari. Ogni retta p del piano ha il suo 
polo P in 2 e il suo polo P in 2 f . Variando p a generare il 
piano rigato , variano corrispondentemente fra loro P, P a de- 
scrivere due sistemi piani projettivi (teorema del n.° 8); che sono 
quelli stessi descritti dalle coppie di rette polari di uno stesso punto 
rispetto alle due coniche. I due sistemi piani projettivi avranno 
almeno un punto unito E, che avrà la stessa retta polare rispetto 
alle due coniche; e questa retta sarà pure la retta unita che al- 
meno debbono avere i due sistemi piani projettivi. Intorno al 
punto E abbiamo due involuzioni di raggi conjugati rispetto alle 
due coniche. Se una almeno di tali involuzioni è negativa allora 
avranno una coppia di raggi conjugati comuni /, g. Se chiamiamo 
e la polare di E rispetto alle due coniche, e siano G, F i punti 
fé, gè il triangolo EGF = efg sarà un triangolo polare rispetto 
alle due coniche. 

Dunque : 

Due coniche di un piano hanno, in generale, almeno una coppia 
di elementi polari reciproci in comune oppure un triangolo polare 
comune. 

5. Colla projezione si estenderanno alle stelle projettive so- 
vrapposte le cose dette sugli elementi uniti di due sistemi piani 
projettivi sovrapposti. Così in particolare: 

Due stelle projettive sovrapposte non omologiche hanno almeno un 
raggio od un piano unito e possono avere un triedro unito. 
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In ogni caso ogni raggio unito è V intersezione di due piani uniti 
(reali o immaginari); ogni piano unito contiene una coppia di raggi 
uniti reali immaginari. 
E quindi: 

I due sistemi polari rispetto a due coni quadrici appartenenti alla 
stessa stella hanno almeno un raggio ed un piano che sono polari 
reciproci rispetto ai due coni: e possono avere un triedro polare in 
comune. 

Considerando poi il sistema polare 2 rispetto ad un cono ed 
il sistema 2 t polare elementare (vedi pag. 13, n. H 3) della stella a 
cui appartiene il cono, avremo due stelle projettive sovrapposte in 
cui sono corrispondenti due raggi che siano gli assi polari di uno 
stesso piano nei due sistemi 2, 2,. Il raggio unito e che con- 
terranno almeno le due stelle projettive, avrà lo stesso piano po- 
lare e nei due sistemi polari, che sarà necessariamente un piano 
non passante per e; perchè nel sistema polare elementare non vi 
sono raggi che giacciono nei relativi piani polari. Intorno al raggio 
e avremo due involuzioni di piani conjugati delle quali quella re- 
lativa al sistema polare elementare è negativa, perchè formata da 
coppie di piani conjugati ad angolo retto; dunque: 

Nel sistema polare rispetto ad un cono quadrico esiste sempre aU 
meno un triedro trirett angolo polare. 

Gli spigoli e le faccie del triedro si dicono rispettivamente gli 
assi e i piani diametrali o principali del cono quadrico. 

I piani principali sono piani di simmetria per il cono quadrico: 
ed invero ogni piano diametrale è bisettore di un angolo delle 
due generatrici contenute in un piano passante per l'asse del cono 
perpendicolare al piano diametrale considerato. 

6. Se due sistemi piani progettivi 2, 2 f posti in piani differenti 
7r, 7T, hanno colla intersezione nn f dei loro piani tre, epperò tutti, 
punti uniti i due sistemi piani sono- prospettivi. 

Infatti, se £, G, F sono i tre punti uniti della retta s = iti: 1 
allora la retta, per il teorema dato a pag. 48, sarà necessaria- 
mente composta di punti tutti uniti. Quindi due rette corrispon- 
denti si taglieranno in un punto di quella retta, epperò due trian- 
goli ABC, A'B'C 1 fra loro corrispondenti sono prospettivi, cioè 
le rette AA\ BB' CC si tagliano in un punto 0. Se un vertice C 
dell' un triangolo varia nel suo piano 7r, varierà corrispondente- 
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mente C in n 1 e per ogni posizione di C avremo con ciò due 
triangoli prospettivi in cui il centro di prospettiva è sempre 0; 
dunque 2, 2', sono sistemi piani prospettivi di cui Oh il centro 
di prospettiva. 

Se O è un punto al finito e i piani ti, tt* non sono paralleli, 
i due sistemi prospettivi avranno le loro rette limiti r, q' paral- 
lele all'asse s di prospettiva. Quando il piano tv dell'un sistema 
ruota intorno all'asse s di prospettiva, in ciascuna posizione il 
sistema 2 f è prospettivo a 2, ed il centro O di prospettiva, man- 
tenendosi al finito, descriverà il cerchio che ha per raggio la 
perpendicolare abbassata da O alla retta limite r del sistema 2 e 
per centro il piede R su r di tale perpendicolare. Infatti, quando 
il piano 7r r ruota intorno ad s la perpendicolare in discorso non 
sorte dal piano condotto per O normale ad s oppure ad r, q 1 . Il 
piano stesso taglia i piani n, n' in due punteggiate corrispon- 
denti, di cui R è costantemente il punto limite di quella situata 
in 7r, ossia di 2 ; ed il piede Q della normale condotta da O alla 
retta limite q* di 2' è poi il punto limite di quella situata in tt', 
ossia di quella di 2'; finalmente il punto 5 ove il piano condotto 
sega s è il punto unito delle due punteggiate prospettive corri- 
spondenti. Onde segue senz'altro quanto si è più sopra asserito, 
perchè i punti limiti R 9 Q essendo sempre gli stessi in qualunque 
posizione di 7t' la distanza OR è anch'essa sempre la stessa; perchè 
eguale alla SQ. 

Se ri rotando intorno ad s viene a coincidere con n allora i 
due sistemi prospettivi 2, 2' diventano omologici; l'asse 5, es- 
sendo l'asse di omologia; e il centro di omologia sarà uno qua- 
lunque dei punti in cui il cerchio descritto dal centro sega il piano 
fisso n. 

Se il centro fosse all'infinito, allora esso rimane sempre 
all'infinito se n' ruota intorno ad s; e quando n' viene a coinci- 
dere con ir, 2, 2' diventeranno due sistemi piani affini, dei quali 
s sarà l'asse di affinità. 

Per le stelle avrà luogo il teorema correlativo, nello spazio, di 
quell'enunciato al principio di questo numero, cioè: 

Se due stelle projettive S, S' di centri differenti hanno tre piani, 
uniti, epperb tali tutti i piani del fascio SS', le due stelle sono 

PROSPETTIVE. 
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7. Consideriamo ora un sistema piano ed una stella riferiti 
fra loro projettivamente in modo generale. Allora vi sarà almeno 
un punto od al più tre punti del piano per cui passano rispetti- 
vamente i loro corrispondenti raggi della stella, e se poi questa 
proprietà avesse luogo per i vertici di un quadrangolo allora (per 
il teorema a pag. 267) il sistema piano è prospettivo alla stella; 
cioè ogni elemento del piano ha per corrispondente nella stella 
l'elemento che lo projetta; dicendo in generale prospettive due 
forme che si deducono Puna dall'altra con una sola operazione. 
Lo stesso accade se esiste un quadrilatero i cui lati abbiano per 
corrispondenti nella stella i piani projettanti i lati stessi. 

8. In generale avuto riguardo alle definizioni date a pag. 217 
risulta : 

In due forme fondamentali di 2. a specie projettive, ad una forma 
elementare di 2. ordine dell'una corrisponde nell'altra una forma 
elementare di 2. ordine projettiva alla prima. 

In particolare in due sistemi piani projettivi ad una conica 
O 8 ) dell' un sistema 2 corrisponde una conica C'W dell'altro si- 
stema 2', projettiva alla prima. Viceversa due coniche projettive 
fra loro corrispondenti riferiscono, in modo determinato, projet- 
tivamente due sistemi piani. Infatti se AB CD è un quadrangolo 
inscritto nell'una conica C^ ed A'B'C'D 1 è quello formato dai 
punti corrispondenti dell'altra C'P), i due quadrangoli riferiscono 
fra loro projettivamente i due sistemi piani in modo determinato. 
Nei sistemi piani projettivi cosi determinati alla conica C<*> cor- 
risponderà una conica C,W circoscritta al quadrangolo AB 9 CD X e 
projettiva a O®. Dunque le coniche C l( ?\^C t P> sono projettive ed 
hanno quattro punti uniti nei vertici A 9 , B\ Q, D 1 del quadrangolo 
A'B'OD 9 ; quindi C,( 2) coincide necessariamente con C'W. 

È ovvio l'estendere, colla projezione, le cose ora dette a due 
stelle oppure ad una stella e ad un sistema piano. 

§ 3. Definizioni. — Generalità sulle torme reciproche. 

1. Due forme fondamentali di 2. a specie si dicono reciproche 
riferite fra loro reciprocamente, od anche in corrispondenza lineare 
reciproca, se si deducono l'una dall'altra elemento per elemento con 
un numero finito di operazioni ed un sistema polare rispetto ad una 
conica e ad un cono di 2. grado. 
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In due forme reciproche si dicono corrispondenti fra loro due 
elementi che si determinano reciprocamente colle costruzioni che ser- 
vono a passare dall'una all'altra forma. 

2. Dalle definizioni date segue: 

a) In due forme reciproche ad una forma fondamentale di 
i. a specie dell'una corrisponde nell'altra una forma fondamentale 
di i. a specie proiettiva alla prima. 

Ed in particolare: 

b) In due sistemi piani reciproci 2, 2 t ad un punto P del- 
l' un sistema 2 corrisponde una retta p dell'altro sistema 2 f ; e ad 
una retta p di 2 passante per P corrisponde un punto P, di p t in 2,- 

c) In un sistema piano 2 reciproco ad una stella S t , ad un 
punto P di 2 corrisponde un piano n t di S,; e ad una retta p di 
2 passante per P corrisponde un raggio p t di S, situato in n r 

d) In due stelle reciproche S, S, ad un raggio r dell'una stella 
S corrisponde un piano p, dell'altra S,; e ad un piano ir di S pas- 
sante per r corrisponde un raggio p, di S, situato in p r 

3. Risulta facilmente che: 

Un quadrangolo ABCD ed un quadrilatero a^qd, situati nello 
stesso piano o in piani diversi sono reciproci in modo che ai vertici 
del quadrangolo si possono far corrispondere a piacere i lati del 
quadrilatero. 

Siano infatti Aa t , Bb % . Cc t , Dd t le coppie di elementi che nel 
quadrangolo ABCD e nel quadrilatero a % b % c x d % debbono essere fra 
loro corrispondenti. Con un sistema polare rispetto ad una co- 
nica del piano del quadrilatero a$ x c % d x , trasformiamo il quadri- 
latero stesso in un quadrangolo A t B t C 9 D t . Passeremo dal quadran- 
golo ABCD ad A t B t C t D t con un numero finito di operazioni; 
indi da A t B t C t D t al quadrilatero a t b t c t d t con un sistema polare, 
e. d. /. 

Risulta quindi egualmente: 

Un quadrangolo ed un angolo tetraedro; oppure un quadrilatero 
ed un angolo quadrispigolo sono reciproci, in modo che ai vertici del 
quadrangolo od ai lati del quadrilatero si possono far corrispondere 
a piacere rispettivamente le f accie dell'angolo tetraedro od i lati 
dell' angolo quadrispigolo. 

Un angolo quadrispigolo ed un angolo tetraedro sono reciproci 
in modo che agli spigoli dell' angolo-quadrispigolo si possono far cor- 
rispondere a piacere le f accie dell'angolo tetraedro. 
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4. Seguendo un processo analogo a quello tenuto per le forme 
fondamentali di 2. a specie projettive risulta: 

La corrispondenza lineare reciproca è determinata: 

i.° In due sistemi piani reciproci, quando sia dato un qua- 
drangolo dell'uno ed il corrispondente quadrilatero dell'altro. 

2. In un sistema piano reciproco ad una stella, quando sia 
dato un quadrangolo od un quadrilatero del sistema piano ed il cor- 
rispondente angolo tetraedro od angolo quadrispigolo delle stelle. 

3. In due stelle reciproche, quando sia dato un angolo qua- 
drispigolo dell'una ed il corrispondente angolo tetraedro dell'altra. 

Si può anche dire che: 

In due sistemi piani reciproci la corrispondenza è determinata 
quando sia dato un triangolo dell' un sistema 2 ed il suo reciproco 
nell'altro sistema 2 f ; ed un punto di 2 fuori dei lati del triangolo 
e la sua retta corrispondente in 2,, che non passi per alcuno dei ver- 
tici del triangolo reciproco al primo. 

Od anche: 

La corrispondenza fra gli elementi di 2 1 2, è determinata quando 
siano dati due fasci di raggi di 2 riferiti projettivamente a due 
punteggiate di 2i in modo che al raggio comune dei due fasci, cor- 
risponda il punto comune delle punteggiate. 

E si hanno le analoghe determinazioni della corrispondenza 
lineare reciproca fra gli elementi di un piano e quelli di una stella, 
oppure fra quelli di due stelle. 

5. Per il teorema a) del n.° 2 risulta in generale: 

In due forme reciproche, ad una forma elementare di 2. ordine 
dell' una corrisponde nell'altra una forma elementare di 2. ordine 
projettiva alla prima; onde: 

Due forme elementari di 2. ordine appartenenti a due forme fon- 
damentali di 2. a specie, e riferite fra loro projettivamente, determinano 
una corrispondenza proiettiva reciproca fra gli elementi delle forme 
stesse di 2. a specie per modo che le due forme elementari sono fra 
loro corrispondenti nella determinata projettività reciprocità. 

Si ha ancóra in generale: 

1) Due forme reciproche ad una terza sono projettive. 

2) Due forme reciproche a due forme fra loro projettive, sono 
fra loro projettive. 

3) Due forme projettive a due forme reciproche sono fra loro 
reciproche. 
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§ 4- Forme fondamentali di 2.* specie reciproche eowrapporie. 

Forme reciproche in involuzione. 

1. Consideriamo due sistemi piani reciproci sovrapposti; e le 
cose dette per questi si estenderanno subito a due stelle reciproche 
sovrapposte, con una projezione da un centro. 

La definizione stessa di due sistemi reciproci 2, 2i dice che 
un elemento (punto o retta) ha, in generale, un diverso corri- 
spondente secondo che l'elemento considerato si riguarda appar- 
tenente all'uno piuttosto che all'altro dei due sistemi. Inoltre pel 
teorema i) dell'ultimo numero del § precedente risulta: 

Dati due sistemi reciproci sovrapposti 2, 2, quali si vogliano, 
se di ogni retta m del loro piano prendiamo in essi i relativi punti 
corrispondenti M, , M', ; questi, variando la retta m, variano corrispon- 
dentemente a descrivere due sistemi piani progettivi sovrapposti , che 
sono anche quelli descritti dalle due rette in, , m' t corrispondenti ad 
uno stesso punto M in 2 e 2 t , le quali variano corrispondentemente 
al variare di M. 

Risulta quindi: 

Se ai vertici di un quadrangolo considerati del sistema 2 * poi 
del sistema 2 f corrispondessero sempre gli stessi lati di un quadri- 
latero; i due sistemi reciproci sono tali che ad ogni elemento (punto 
o retta) del piano corrisponderebbe sempre il medesimo sia che V ele- 
mento assunto si riguardi appartenente all' 'uno 2o ali 9 altro 2, dei 
due sistemi. 

In questo caso speciale i due sistemi reciproci si dicono in 
involuzione od in corrispondenza involutoria; oppure si dicono for- 
mare un sistema polare. 

2. La condizione necessaria e sufficiente perchè due sistemi 2» 2, 
reciproci siano in involuzione è data anche dall'esistenza di un trian- 
golo ABC che, considerato appartenente all'un sistema 2, abbia per 
rette corrispondenti ai suoi vertici A, B, C rispettivamente i lati op- 
posti BC =. a t , CA = b,, BC = e,. 

Infatti la condizione è necessaria, perchè se 2, 2, sono in invo- 
luzione e se a, è la retta di 2, corrispondente al punto A di 2 
allora preso sopra a t un punto B a questo dovrà corrispondere 
in 2, una retta />, passante per A. La retta b t segherà a in un 
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punto C a cui corrisponderà in 5 f la retta AB = c x ed ABC sarà 
cosi un triangolo che soddisfa alle condizioni volute. 

Ora reciprocamente supponiamo che ai vertici A, B 9 C del trian- 
golo ABC di 2 corrispondono in 2, i lati opposti a ty b iy c v In- 
tanto ai vertici A ss b t c t9 B = c t a l , C=a t b t considerati come 
punti di 2, corrisponderanno ancora i lati stessi opposti. Inoltre 
ad un punto M del lato a t considerato come appartenente a 2 cor- 
risponderà in 2 t una rette m t passante per A e che segherà #, 
in un punto M v Quando M varia a descrivere a v m t ruota in- 
torno ad A descrivendo un fascio projettivo alla punteggiata de- 
scritta da M ; quindi anche Ài, M t variano corrispondentemente a 
descrivere sul lato a x due punteggiate projettive in cui i punti 5, C 
si corrispondono in doppio modo (fig. 124). Segue da ciò che 




PSg. 124. 

se M x cade in M allora M cadrà in M t ; cioè al punto qualunque 
M del lato a t sia punto di 2 che di 2, corrisponde la stessa retta 
m v Questa proprietà compete quindi anche ai putiti degli» altri 
due lati del triangolo. 

Di qui segue inoltre che la stessa proprietà compete a qua- 
lunque punto P del piano. Infatti alle rette PA 9 PB, PC di 2 cor- 
risponderanno i punti L 9 M 9 N in cui la retta p t di 2, corrispon- 
dente del punto P di 2 sega rispettivamente i lati a t ,b t9 c % . Ma 
se le rette PA> PB 9 PC si riguardano appartenenti a 2, allora 
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avranno ancora per corrispondenti i punti L, M, N di 2: epperò 
il punto P considerato allora come punto di Sj vi corrisponde 
ancora la retta p v e. d. d. 

3. In due sistemi reciproci in involuzione terremo le stesse 
definizioni date pel sistema polare rispetto ad una conica. Cosi 
diremo polare di un punto la retta corrispondente del punto stesso; 
ed il punto sarà il polo della retta. Diremo triangolo polare ogni 
triangolo i cui vertici abbiano per rette polari i lati opposti, ecc. 

Possiamo quindi dire che: 

Un sistema polare, ossia una corrispondenza reciproca involutoria, 
è determinata da un triangolo polare, e da un punto, non apparte- 
nente ad alcun lato (lei triangolo, e dalla sua retta polare. 

Infatti in tal caso è dato un quadrangolo e il corrispondente 
quadrilatero in modo che la corrispondenza per il teorema pre- 
cedente è necessariamente involutoria; ed è poi determinata es- 
sendo dunque dati un quadrangolo ed il relativo quadrilatero cor- 
rispondente. 

4. Nelle considerazioni fatte sino ora sui sistemi piani reci- 
proci sovrapposti abbiamo escluso il caso in cui ogni punto abbia 
per retta corrispondente una retta passante pel punto stesso. Questo 
caso non può aver luogo in una corrispondenza reciproca come 
è stata definita, cioè tale che ogni diverso punto del piano ha per 
corrispondente una diversa retta. Poiché risulta subito che nel 
caso, in cui ad ogni punto corrisponde una retta passante pel 
punto, ai punti di una retta m corrisponderebbero necessariamente 
rette tutte coincidenti con tw, perchè le rette nominate sarebbero 
quelle che uniscono ogni punto di m col punto M t corrispon- 
dente di tn; si avrebbe adunque una corrispondenza reciproca sin- 
golare. Egualmente per una corrispondenza reciproca fra elementi 
di una stella, come è stata definita, non può avvenire il caso in 
cui ogni raggio abbia per corrispondente un piano passante pel 
raggio stesso; poiché ad ogni diverso raggio della stella corri- 
sponde un unico determinato diverso piano. 

5. Due sistemi piani 2, 2, reciproci sovrapposti quali si vo- 
gliano godono adunque della seguente proprietà: 

Sopra ogni retta m del piano .dei due sistemi vi sono al più due 
punti per cui passano le corrispondenti rette e se di tali punti ve ne 
sono tre, certamente tutti i punti della retta godono di quella proprietà. 
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Infatti se £ è un punto di 2 per cui passa la sua retta e % cor- 
rispondente in 2,, viceversa: £", considerato come punto di 2, ha 
la stessa proprietà; perchè ai punti della retta e ly di 2 t ed, in par- 
ticolare al punto E y dovranno corrispondere rette passanti per E. 
Ora ai punti di una retta arbitraria m di 2 corrispondono in 2, 
le rette di un fascio Af, projettivo alla punteggiata m: vi saranno 
al più due punti di m per cui passano i loro raggi corrispondenti 
nel fascio M t ; e se ve ne sono tre allora il fascio M t è prospettivo 
alla punteggiata w, che è cosi un luogo di punti analoghi ad E. 
Correlativamente quindi: Per ogni punto del piano passano al più 
due rette che contengono i loro punti corrispondenti; e se ne passano 
tre allora tutte le rette passanti pel punto preso del piano godono 
certamente di quella proprietà. 

Il luogo dei punti per cui passano le rispettive rette corri- 
spondenti ha per corrispondente quello delle rette in cui giacciono 
i loro punti corrispondenti. 

6. Se E y F 9 G, H, K sono cinque punti del piano per cui pas- 
sano le rispettive rette corrispondenti in 2, 2 f ; e siano tali che 
per essi si possa condurre una conica (cioè tre qualunque nou 
in linea retta), allora la coniea C& che passa per i cinque punti 
nominati, è un luogo di punti per cui passano le rette corrispon- 
denti. Infatti alla cònica C^ considerata come appartenente a 2 
corrisponderà in 2, una conica inviluppo C,W projettiva a C^ y e 
tale, che cinque tangenti di C^ passano per i corrispondenti punti 
di C (2 >; epperò, per il teorema a pag. 225, n.° 15, anche ogni altro 
punto di C (2) ha per corrispondente una tangente di C/*>: dunque 
il teorema: 

In generale, in due sistemi piani 2, 2, reciproci sovrapposti i 
punti del piano per cui passano le loro rette corrispondenti in 2 e 2, 
formano una conica, che ha per corrispondente in 2, 2, l'inviluppo 
delle rette in cui giacciono i loro punti corrispondenti. La conica 
stessa pub spedarsi nel sistema di due rette. 

Infatti se esiste un punto E del piano per cui passa la sua 
retta corrispondente ne esisteranno in generale infiniti altri; perchè 
sopra una retta arbitrariamente condotta per E vi sarà un altro T 7 , 
diverso da £, dei punti nominati. Ora cinque di tali punti siano 
tali da determinare una conica, allora la conica stessa è il luogo 
dei punti E; perchè per il teorema più sopra dimostrato, è com- 
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posta di tutti punti analoghi ad E y e sopra ogni retta del piano 
non ve ne possono essere più di due. Infatti se sopra una retta 
che congiunge due punti della conica vi fosse un altro dei punti 
analoghi ad E allora quella retta sarebbe composta di tutti punti 
analoghi ad E; e si potrebbe evidentemente allora concepire in- 
finiti triangoli i cui lati sono composti di tutti punti per cui pas- 
sano le relative rette corrispondenti; epperò allora ad ogni punto 
del piano corrisponderebbe una retta passante pel punto stesso; 
il che è impossibile. 

Se poi tre dei punti analoghi ad E fossero in linea retta allora, 
come precedentemente, quella retta e l'altra che si ottiene con- 
giungendone altri due costituirebbero il luogo dei punti per cui 
passano le rispettive rette corrispondenti. 

Risulta quindi correlativamente: 

In due sistemi piani reciproci generali le rette che contengono i 
loro punti corrispondenti inviluppano in generale una conica, la quale 
pub spedarsi nel sistema di due punti inviluppi. 

7. Siano adunque C&\ C/ 2 ) rispettivamente le coniche luogo 
dei punti per cui passano le loro rette corrispondenti ed a cui 
sono tangenti le rette che contengono i loro punti corrispondenti. 
Se F è un punto comune alle due coniche, allora al punto F 
deve corrispondere in 2, 2, la tangente in F sia all'una che al- 
l'altra delle due coniche, perchè al punto F corrispondono due 
rette coincidenti colla tangente in Fa C/ 2 > ed a quella tangente 
corrispondono due punti di CW coincidenti con F. Se indichiamo 
ora con G un altro punto comune alle due coniche C&\ C,< 2) , 
in G avranno la stessa tangente; e la retta FG avrà lo stesso 
punto corrispondente E sia considerato come retta di 2 t che di 2. 

D'altra parte, per ciò che si è osservato al n.° 2, risulta che 
vi è almeno un punto oppure vi sono al più tre punti che hanno 
in 2 e 2, le stesse rette corrispondenti; dunque il triangolo EGF 
ora considerato ha per vertici i punti nominati; e risulta di qui 
il teorema: 

In generale in due sistemi reciproci sovrapposti esiste almeno un 
punto che ha la stessa retta corrispondente, e pub esistere un triangolo 
EFG, che, nel modo sopra detto, corrisponde a se stesso, sia consi- 
derato come appartenente al sistema 2 che al sistema 2,- 

8. Consideriamo di nuovo in particolare due sistemi piani re- 



282 GEOMETRIA PROJETTIVA. 

ciproci in involuzione e sia M un punto di Z a cui corrisponde 
in 2, una retta tn t non passante per M ; la stessa retta corrispon- 
derà ad M se M si riguarda appartenente a 2. Ora ai punti di m t 
siano considerati punti di Z che di S ( corrispondono le stesse 
rette le quali formano un fascio M projettivo alla punteggiata. m v 
Sulla retta m % si hanno così due punteggiate proiettive ed in in- 
voluzione essendo conjugato ad ogni punto P di m x il punto F ove 
la retta corrispondente di P sega m x . 

Avremo quindi sulla retta m x due punti al più, i punti doppi 
della involuzione, i quali godono della proprietà che le rispettive 
rette corrispondenti passano per i punti stessi e su ciascuna di 
tali rette non vi può essere alcun altro punto che godi di tale 
proprietà: altrimenti la retta avrebbe due punti corrispondenti: 
il che è impossibile. 

Né può darsi il caso che sulla retta m x vi siano tre punti per 
cui passano le rispettive rette corrispondenti perchè in tal caso 
tutti gli altri punti tn i godrebbero della stessa proprietà. 

Allora una retta del piano non passante per M segherebbe m t 
in un punto N per cui passa la relativa retta corrispondente; 
quindi sulla retta assunta vi sarebbe almeno un altro punto ana- 
logo ad N che unito con M darebbe una retta che avrebbe, al 
solito due punti corrispondenti, il che è assurdo. Risulta quindi: 
a) In due forme reciproche in involuzione se ad un elemento del- 
l'una corrisponde nelV altra un elemento non contenente il primo, al- 
lora sulV elemento della seconda forma vi possono essere al più due 
elementi che appartengono ai loro corrispondenti; e se l f elemento della 
prima forma appartiene al suo corrispondente nell'altra 7 su que- 
st'ultimo non vi possono essere altri elementi dotati di tale proprietà. 

9. Nei due sistemi piani reciproci ed in involuzione 2, 2, sia 
M un punto qualunque non appartenente alla sua retta corrispon- 
dente m v Allora sulla retta n\ resta determinata un involuzione 
di punti conjugati i cui elementi doppi E y F sono i punti di w, 
le cui relative rette e> f corrispondenti passano per i punti stessi. 

Le rette e y f passano per M; ed ogni altra retta condotta per 
i punti E od F contiene certamente un altro dei punti analoghi 
ad E od F, cioè contiene uno*ed un solo altro punto fuori di 
E od F per cui passa la relativa retta corrispondente. Quindi per 
ciò che precede risulta: 
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Se 2, 2, contengono due punti per cui passano le rispettive rette 
corrispondenti di tali punti ne contengono un* infinità; tre qualunque 
dei quali non possono essere in linea retta; e due qualunque di essi 
dividono armonicamente tutte le coppie di punti conjugati che si tro- 
vano sulla retta che li congiunge. 

10. Se siano A, B y C> D quattro punti del piano di 2, 2, per cui 
passano le rispettive rette corrispondenti; ed a t sia la retta cor- 
rispondente di A, allora il triangolo EGF diagonale del quadran- 
golo completo AB CD, è polare rispetto alla conica C® (determi- 
nata) che passa per i punti AB CD ed è tangente in A alla retta a t . 
Il triangolo stesso è un triangolo polare dei due sistemi reciproci 
2, 2, perchè ciascuno dei vertici G ed F, epperò anche £, hanno 
per rispettive rette corrispondenti i lati opposti. Ora il sistema 
polare rispetto alla conica stessa e i due sistemi reciproci 2, 2, 
danno la stessa corrispondenza reciproca, quando per determinarla 
si assuma il triangolo EGF per triangolo polare ed il punto A e 
la retta a t come elementi corrispondenti; quindi: 

Due forme reciproche in involuzione o non hanno elementi che 
appartengono ai loro corrispondenti oppure ne hanno un 9 infinità ap- 
partenenti ad una stessa forma elementare di 2.° ordine determinata 
nei suoi due modi correlativi come luogo e come inviluppo: e le 
due forme reciproche formano insieme il sistema polare di quella 
forma elementare di 2.° ordine (direttrice del sistema). 

11. È chiaro poi che dal teorema dato a pag. 280 su due si- 
stemi piani reciproci generali, si poteva dedurre immediatamente 
che, nel caso di due sistemi reciproci in involuzione, il luogo dei 
punti del piano per cui passano le rispettive rette polari è neces- 
sariamente una conica inviluppata dalle rette che contengono ri- 
spettivamente i loro poli. 

È utile poi notare da ultimo che in due sistemi piani reciproci 
in involuzione la corrispondenza è determinata da due triangoli 
fra loro polari reciproci, che debbono essere due triangoli omo- 
logici. Poiché in tali triangoli il centro di omologia deve essere 
il polo dell'asse di omologia, e con ciò resta dato un quadran- 
golo ed il relativo quadrilatero corrispondente. 

Risulta ancora che due triangoli polari, cioè due triangoli i 
cui vertici siano sopra una conica oppure i cui lati siano tangenti 
«ad una conica, determinano certamente un sistema polare. E 
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finalmente un sistema polare al piano è determinato quando sia 
dato un pentagono semplice ABCDE di cui ciascun vertice sia il 
polo del lato opposto (*). 

Infatti se F è il punto ove si segano le AB, CD, dovrà es- 
sere FAD un triangolo polare ed E sarà poi il polo di BC; onde 
dal triangolo polare FAD e dagli elementi polari reciproci E, BC 
il sistema polare del piano è interamente determinato. 

Le cose ora dette sui sistemi piani reciproci sovrapposti si 
estendono subito, colla projezione, a due stelle reciproche so- 
vrapposte. 



(*) Vedi Staud: Die geometrie der Lage, pag. 133. 
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CAPITOLO IX. 



Quadrighe dello spazio. 



§ I. Generation* delie quadriehe. 

1. Nello spazio sono correlative le seguenti figure: 



Date due stelle reciproche 
non concentriche 5, S 1 ogni rag- 
gio p di 5 ha il suo piano corri- 
spondente ir' in 5', che taglia il 
raggio p in un punto P = itp; e 
il raggio PS 9 ha per corrispon- 
dente in S un piano passante per 
P. Dunque i punti P d'incontro 
dei raggi di 5 coi corrispondenti 
piani di S' sono anche i punti 
d'incontro dei raggi di 5' coi 
corrispondenti piani di 5; cioè 
i punti P formano uno stesso 
luogo S^ che contiene eviden- 
temente i punti 5, S 1 delle due 
stelle; e che brevemente diremo 



Dati due sistemi piani reci- 
proci 2, 2, non sovrapposti, ogni 
retta p di 2 ha il suo punto cor- 
rispondente P, in 2, che con p 
determina un piano ir = P x p ; 
Il raggio intersezione di ir col 
piano di 2, ha per corrispon- 
dente in 2 un punto di p. Dunque 
i piani ir che dai punti di 2, 
projettano le corrispondenti rette 
di 2 sono anche i piani che dai 
punti di 2 projettano le corri- 
spondenti rette di 2 r I piani n 
formano dunque uno stesso luogo 
2 (8) che diremo quadriga-invi- 
luppo. 



QUADRICA. 

Le figure S w , 2 (2) sono fra loro correlative nello spazio; dalle 
proprietà dell'una ne seguono quindi quelle dell'altra, per il prin- 
cipio di dualità, onde basterà dare le dimostrazioni delle proprietà 
di una di esse. 



/ punti di S (2) situati sopra 
un piano w dell' una dell'altra 
stilla S, S' sono quelli di una co- 
nica del sistema di due rette. 



1 piani di 2C*) passanti per 
un punto di 2 di 2, sono i 
piani tangenti di un cono qua- 
drico; quelli di due fasci di 



piani. 
Infatti (a sinistra) un piano co di 5 avrà in S 1 il suo raggio 
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corrispondente o, che sega w in un punto O, di S<*>. Il fascio 5 W 
di raggi della stella 5 situati in « è projettivo al fascio o t di piani 
corrispondenti in 5'; quindi anche il fascio 0,, sezione di <*> col 
fascio 0, di piani, sarà riferito projettivamente al fascio 5 W . I due 
fasci projettivi 5 &) , O, produrranno una conica od il sistema di 
due rette, se prospettivi, cioè: se al raggio 50, corrisponde un 
piano che passa pel raggio stesso. Ora è chiaro che il raggio 50, 
è in tal caso composto di punti S<*); ed osservando adunque che 
in ogni caso il prodotto dei due fasci projettivi 5 W , 0, è adunque 
il luogo dei punti di S (2) che si trovano in co, cosi è vero il teo- 
rema enunciato. Correlativamente si dimostra il teorema a destra. 



2. Vi sono al più due raggi 
dell'una o dell'altra stella ap- 
partenenti ad 8W; e se sono di- 
stinti o coincidenti oppure non esi- 
stono nell'una stella S ; la stessa 
cosa accade per l'altra S'. 



Vi sono al più due rette di 2 
e di 2,, che come assi di fasci 
di piani appartengono a 2^; t 
se sono distinte o coincidenti o 
non esistono in 2; la stessa cosa 
accade per l'altro sistema 2 r 



Infatti siano <x, a' i piani che corrispondono rispettivamente al 
raggio SS 1 considerato prima come appartenente alla stella 5' e 
poi alla stella 5. Allora è chiaro che i raggi della stella 5 appar- 
tenente ad S^ dovendo essere quelli per cui passano i corrispon- 
denti piani di 5', dovranno necessariamente essere raggi di a. Ora 
al fascio 5 a di raggi della stella 5 situati in a corrisponde in 5 r 
un fascio di piani projettivo ad 5 a , ed avente per asse la retta 55'. 
Questo fascio di piani viene tagliato da a in un fascio di raggi 
projettivo sovrapposto ad S CT : i raggi uniti di questi due fasci 
projettivi sono evidentemente i raggi di a appartenenti ad 8®. 

Inoltre se indichiamo con e uno di questi raggi uniti, il piano 
di e e di 55' taglia il piano a 1 in un raggio e t della stella 5' ap- 
partenente ad S (2) ; dunque se vi sono due raggi uniti distinti in o 
vi sono pure in ?': se coincidono in un solo in a lo stesso deve 
accadere in a'; e finalmente se non esistono in a non potranno 
esistere neppure in a 9 . Di più se tre piani di S 9 passano per i 
loro raggi corrispondenti in S G allora questa proprietà ha luogo 
per tutti i raggi di S a e la quadrica si spezza nei due piani a, a 
stessi. Dunque volendo considerare una quadrica propriamente 
detta, è vero il teorema enunciato. Correlativamente si dimostra 
il teorema a destra. 
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3. Segue pure in generale, che se tre punti di S^ sono sopra 
una retta, quella retta apparterrà ad S< 2 >. Infatti, a tre punti della 
retta vengono dunque a corrispondere piani che passano per i 
punti stessi ; epperciò agli altri punti della retta corrisponderanno 
piani passanti rispettivamente per i punti stessi : cioè la retta ap- 
partiene ad S< 2) . 

Da quanto si è ora detto risulta adunque senz'altro: 



Una retta arbitraria p dello 
spazio non pub segare S^ che in 
due punti al più; cioè se una retta 
contiene tre punti di S (2) è situata 
per intero in S< 2) . 



Per questa proprietà S (,) si 
dice appunto una superficie di 
2. ordine o quadrica breve- 
mente. 

4. Ad una delle due stelle 
reciproche S, S', p. es. ad S' si 
pub sostituirne un'altra S", che 
riferita reciprocamente ad S pro- 
duce la quadrica S (2 >, essendo 
S" un punto arbitrariamente preso 



Per una retta arbitraria dello 
spazio passano al più due piani 
di 2 (2) ; e se ne passano tre, al- 
lora tutti i piani passanti per 
quella retta appartengono a £ <*); 
cioè la retta stessa come asse ap- 
partiene a 2 (2) . 

Per questa proprietà 2 (2 > si 
dice appunto una superficie-in- 
viluppo DI 2.» CLASSE. 

Ad uno dei due sistemi piani 
reciproci 2, 2,, p- es. a 2, si 
pub sostituirne un altro 2,, che 
riferito reciprocamente a 2 pro- 
duce 2 (2) ; essendo il piano di 
2, un piano qualunque di 2 W « 



su g«. 

Infatti (a sinistra) per la retta S'S" conduciamo due piani non 
passanti per 5 a tagliare S (2 > rispettivamente nelle coniche C<*>, 
C< 2 >. Conduciamo per SS' un piano a tagliare di nuovo C< 2 > in 
i4 e ff^ in B; e siano A l9 A % altri due punti presi ad arbitrio 
in C&; e 5 t , B % due punti qualsivogliano di C l{ ?\ Ciò posto, ri- 
feriamo reciprocamente fra loro le stelle 5, S ,f colle seguenti quattro 
coppie di elementi corrispondenti: 

S»A„ SAA t ; S»A„ SAA È ; S"fl t , SBB t ; S"B„ SBB t . 

In tale corrispondenza, fra 5, S", ai piani S t9 A t A t , S n B t B t cor- 
risponderanno rispettivamente i raggi SA 9 SB e al raggio S f, S* di 
5" corrisponderà il piano SAB di S. Segue da ciò che se indi- 
chiamo con S, (2) la quadrica prodotta dalle stelle reciproche S, S" 
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ora costruite, la quadrica 8/ 2) avrà in comune colla f&W il punto 5 
e le due coniche C&\ C ,(2) . Quindi ogni piano condotto per 5 a 
tagliare CW, Q& sega le due quadriche in due coniche che avendo 
cinque punti in comune coincidono: dunque anche le quadriche 
stesse S,< 4) , S^ coincideranno, cioè è vero il teorema a sinistra; 
e correlativamente si procede a destra. 

5. Dicendo asse di 2( 2 ) ogni retta inviluppata da piani appar- 
tenenti a 2 (2) , il teorema ora dimostrato dà subito le seguenti 
importanti conseguenze: 



Due punti quahivogliano di 
S< 2) sono centri di due stelle re- 
ciproche generatrici di S< 2) : ed 
in infiniti modi diversi si pub 
determinare fra le due stelle una 
corrispondenza reciproca che ge- 
neri S<*>. 

Per due coniche poste in piani 
differenti ed aventi due punti in 
comune passano infinite quadriche 
S (2) ; e ne passa una sola per 
quelle due coniche e per un punto 
fuori dei loro piani. 



Se per un punto di una qua- 
drica S< 2) passano due rette di- 
stinte o coincidenti oppure imma- 
ginarie (cioè non ne passa alcuna) 
la stessa cosa accade per tutti i 
punti della quadrica. 

Un piano qualunque dello spa- 
zio taglia una quadrica S®, in 
generale in una conica, oppure 
nel sistema di due rette reali di- 
stinte o coincidenti, od in una 
coppia di rette immaginarie che 
si tagliano in un punto della 
quadrica. 



Due piani qualsivogliano di 
2 (2) sono i sostegni di due si- 
stemi piani reciproci atti a gene- 
rare 2 W ; td in infiniti modi di- 
versi si pub determinare fra i due. 
piani una corrispondenza reci- 
proca che generi 2®. 

I piani tangenti di due coni 
quadrici aventi vertici differenti 
e due piani tangenti comuni ap- 
partengono ad infinite quadriche- 
in viluppo Z( ? ); ed appartengono 
ad una sola, se inoltre debba ap- 
partenervi un piano non passante 
per alcuno dei vertici dei due coni. 

Se in un piano di 2 W vi sono 
due assi distinti o coincidenti op- 
pure immaginari (cioè non vi è 
alcun asse) la stessa cosa accade 
per tutti gli altri piani di 2 ( * ) . 

I piani di 2 (2) passanti per 
un punto dello spazio formano 
in generale i piani tangenti di 
un cono quadrico; od il sistema 
di due fasci di piani aventi per 
assi due rette distinte o coinci- 
denti, oppure una coppia di rette 
immaginarie, che giacciono in un 
piano dell 9 inviluppo. 
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6. Riprendiamo la primitiva generazione di S<*) colle stelle re- 
ciproche 5, S 1 ed osserviamo che il piano a di 5 corrispondente 
*l raggio SS' di 5' contiene raggi della stella 5 che sono tan- 
genti ad 8 (2 >; cioè che segano 8^ in due punti coincidenti in S. 
Infatti dalle costruzioni date al n.° 2 della conica sezione di S (?) 
con un piano passante per S risulta subito che un raggio t della 
stella S situato in a è tangente in 5 alla conica sezione, epperò 
anche ad S< 2) . Dicendo ora assi-tangenti di 2< 2) quelle rette per 
cui passano due piani coincidenti di 2^ stesso, risultano i se- 
guenti teoremi correlativi: 



Le rette tangenti in un punto 
qualunque S di una quadrica 
gW sono in un piano, che dicesi 
piano-tangente in quel punto 
alla quadrica. 

Il piano tangente in S sega 
adunque la quadrica in una cop- 
pia di rette distinte coincidenti 
oppure immaginarie, aventi però 
il punto S comune reale che di- 
cesi il PUNTO DI CONTATTO del 

piano tangente stesso. 



Gli assi-tangenti di 2< 2 ) si- 
tuati in un piano 00 di esso pas- 
sano tutti per uno stesso punto 
O, che si dirà il punto di con- 
tatto di quel piano dell'invi- 
luppo. 

Pel punto O passano adunque 
due rette reali distinte coinci- 
denti, oppure immaginarie del 
piano tu, formanti una coppia 
di assi di due fasci di piani di 
2< 2 >. Il piano w di JW si dirà 
il piano-tangente relativo al 
punto O. 

7* Da quanto si è dimostrato precedentemente risultano di 
nuovo i seguenti teoremi, fra loro correlativi nel piano, che ri- 
guardano due sistemi piani reciproci sovrapposti: 



In due sistemi piahi reciproci 
sovrapposti, il luogo dei punti 
per cui passano le corrispondenti 
rette è una conica, oppure il si- 
stema di due rette distinte coin- 
cidenti; ovvero una coppia di rette 
immaginarie che hanno un punto 
reale in comune. 



In due sistemi piani reciproci 
sovrapposti l'inviluppo delle rette 
in cui giacciono i rispettivi punti 
corrispondenti è il sistema delle 
tangenti di una conica, oppure 
di due punti-inviluppi distinti 
coincidenti; finalmente una cop- 
pia di punti immaginari, uniti 



da una retta reale. 
È ovvio l'estendere i teoremi ora nominati a due stelle reci- 
proche sovrapposte. 
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8. Abbiamo ora i seguenti teoremi: 



Le superficie di 2. ordine S^ 
prodotte da due stelle reciproche 
si possono distinguere in super- 
ficie per ciascun punto delle quali 
passano due rette reali distinte 
oppure coincidenti, oppure non 
passa alcuna retta delle super- 
ficie stesse, ossia una coppia di 
rette immaginarie. Nel primo caso 
le superficie generate non sono altro 
che le quadriche gobbe già stu- 
diate a pag. 20;, § 7; nel se- 
condo caso sono i coni quadrici; 
nel ter%p caso le superficie stesse 
si diranno a punti ellittici e 
V esempio più semplice di tali su- 
perfici ne è la sfera. 



Gli inviluppi di 2. a classe 
2( g ) prodotti da due sistemi piani 
reciproci si possono distinguere in 
inviluppi in ciascun piano dei 
quali havvi una coppia di assi 
distinti, oppure coincidenti, op- 
pure non havvi alcun asse del- 
l' inviluppo situato nel piano con- 
siderato di esso. Nel primo caso 
gli inviluppi di 2. a classe non 
sono altro che quelli formati dai 
piani tangenti di una quadrica 
gobba; nel secondo caso dai piani 
tangenti di una conica, cioè dai 
piani che passano per le tangenti 
di una conica; nel ter 7^0 caso 
gli inviluppi stessi si diranno a 



punti ellittici 
Infatti (a .sinistra) la distinzione enunciata delle quadriche è 
già data precedentemente e basterà evidentemente dimostrare che 
le quadriche a rette reali sono essenzialmente le quadriche 
gobbe e i coni quadrici. Intanto se una quadrica S<*> contiene 
una retta g ne contiene infinite altre d> d' 9 d n che si appoggiano 
a g e la quadrica stessa è il luogo delle rette d 9 d\ d". . . Infatti un 
piano condotto arbitrariamente per g segherà la quadrica in un'altra 
retta d che si appoggia a g. Inoltre o due delle rette d, d\ <f '. . . 
si tagliano oppure no. Se le due rette d 9 d* si tagliano questo avverrà 
in un punto V di g; essendo allora g, d 9 d 1 essenzialmente gli spi- 
goli di un triedro V. Se ora A, B son due punti qualsi vogliano 
della quadrica e conduciamo per A, B due piani a segare la qua- 
drica nelle coniche C< 2 ), CW queste coniche conterranno i punti 
in cui i loro piani segano le rette g 9 d, d'; cosichè le coniche 
stesse saranno projettate da V con uno stesso cono di 2. grado 
contenente le rette *g 9 d 9 df. 

D'altra parte poi ogni generatrice del cono ha in comune colla 
quadrica tre punti; sicché essa appartiene alla quadrica stessa, la 
quale è adunque in tal caso il cono quadrico che projetta da V 
o Tuna o l'altra delle coniche C® 9 C'W. 
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Se poi due delle rette d, d\ d". . . non si tagliano allora le rette 
d y d',d''... saranno adunque tali che due qualunque di esse non 
si taglieranno e la quadrica gobba luogo delle rette g che segano 
ere qualunque delle rette d y d\ d u ... è in tal caso la quadrica con- 
siderata. 

D' altra parte per ogni punto di una quadrica gobba passano 
due rette reali distinte; e per ogni punto di un cono passano 
invece due generatrici coincidenti del cono situate nel piano 
tangente al cono in quel punto; adunque il teorema enunciato è 
dimostrato. 

Osserviamo poi che data una sfera, intendendo adunque con 
ciò brevemente una superficie sferica, gli estremi A, B di un 
diametro di essa sono centri di due stelle reciproche che generano 
la sfera. Ed invero un raggio della stella A ed il piano della 
stella B ad esso normale si tagliano in un punto M della sfera. 
D'altra parte è evidente che due stelle A, B sono riferite fra loro 
reciprocamente se ad un raggio dell'una si fa corrispondere nel- 
l'altra il piano perpendicolare: dunque è vero che la sfera è pro- 
dotta dalle due stelle reciproche A, B. 

Il piano tangente in un punto qualunque A della sfera è ap- 
punto il piano normale al diametro AB passante per A. Questo 
piano taglia la sfera in una coppia di rette immaginarie, perchè 
sono i raggi doppi dell'involuzione degli angoli retti aventi il 
vertice in A e giacenti . nel piano tangente in A. Col principio 
di dualità si dimostra il teorema a destra. 

In altri termini possiamo dire: 



Le quadriche appartengono o 
alla stella od allo spazio; quelle 
appartenenti alla stella sono i 
coni quadrici; quelle appartenenti 
allo spazio sono le quadriche gobbe 
0. quelle a punti ellittici; cioè per 



Gli inviluppi di 2. a classe 
appartengono al piano od allo 
spazio; quelli del piano sono le 
coniche riguardate come invilup- 
pate dei loro piani tangenti; quelli 
dello spazio sono le quadriche 



ciascun punto delle quali parte gobbe riguardate come invilup- 



una coppia di rette immaginarie 
della superficie. 



paté dei loro piani tangenti; op- 
pure inviluppi di 2. a classe in 
ciascun piano dei quali giace una 
coppia di assi immaginari. 
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§ 2. Sistema polare rispetto ad una quadrica. 



1. Sia data una quadrica qualunque S (2) ed un inviluppo qua- 
lunque £<*) di 2.* classe, allora avremo le seguenti costruzioni 
correlative : 



Sia P un punto qualunque 
dello spazio non appartenente 
alla quadrica S<*>. Se M è un 
punto corrente della quadrica, 
la retta MP taglierà la quadrica 
in un altro punto AH. Un piano 
condotto arbitrariamente per PM 
segherà la quadrica in una co- 
nica CP>; e la retta polare di P 
rispetto a C<*> conterrà il conju- 
gato armonico P t di P rispetto 
ad Àf, Af ; segue di qui imme- 
diatamente che se noi immagi- 
niamo da P le rette che tagliano 
la quadrica in coppie MM 9 di 
punti e immaginiamo per cia- 
scuna coppia i punti P, conju- 
gati armonici di P rispetto alle 
coppie stesse AfAf , questi punti 
sono distribuiti nelle rette po- 
lari di P rispetto alle coniche in 
cui i piani condotti per P segano 
la quadrica; e sono rette che a 
due a due si tagliano nei punti 
stessi senza passare tutte per uno 
stesso punto. 

Dunque, colle rette nomi- 
nate, i punti P t giacciono in uno 
stesso piano ir r Inoltre le coppie 
di tangenti in Àf, M a due co- 
niche CP\ C'W sezioni della 
quadrica con piani passanti per 



Sia ir un piano qualunque 
dello spazio non appartenente 
a 2 W e f* un piano corrente di 
2 W ; per la retta yn passerà al- 
lora un altro piano y! dell'invi- 
luppo. I piani di 2 (*> che passano 
per un punto preso arbitraria- 
mente sopra la retta (Air formano 
i piani tangenti di un cono y <*> 
di 2.° grado; e la retta polare 
di ic rispetto a y^ giacerà nel 
piano n t conjugato armonico di 
fi rispetto a p, y!. Segue da ciò 
che se noi immaginiamo in fi 
le rette per cui passano coppie 
yy 9 di piani di 2( f ); e immagi- 
niamo per ciascuna coppia y^J il 
conjugato armonico it t di * ri- 
spetto alla coppia stessa f*p', i 
piani n t contengono le rette po- 
lari di n rispetto ai coni quadrici 
inviluppati dai piani di 2 (*) che 
passano per i vari punti di (tir. 

Ora le rette polari in di- 
scorso essendo situate a due a 
due in uno stesso piano tt, senza 
essere tutte poste in uno stesso 
piano, passeranno tutte per uno 
stesso punto P r Inoltre le coppie 
di generatrici giacenti in fi, y? di 
due coni quadrici yP>, y'W invi- 
luppati da piani di 2 (S) passanti 
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PM si taglieranno necessaria- 
mente in punti di ir,; dunque: 

Data una quadrica 8 (,) ed un 
punto P fuori di essa resta de- 
terminato un piano ir, colle se- 
guenti costruzioni: 

a) ir, è il piano che con- 
tiene i coniugati armonici di P 
rispetto alle coppie UM! di punti 
in cui le trasversali condotte da 
P segano la quadrica. 

b) z t è il piano nelle cui 
rette si tagliano i piani tangenti 
della quadrica nelle coppie di 
punti in cui le trasversali con- 
dotte da P segano la quadrica 
stessa. 

Il piano Tf, sarà detto il piano 
polare di P rispetto alla qua- 
drica S<*>. 

Quindi per la definizione b): 

Il piano polare di un punto 
di S W è il piano tangente in quel 
punto ad S< 2) . 

Se la quadrica è un cono, il 
piano polare di un punto P è pre- 
cisamente il piano polare della 
retta che unisce P al vertice V 
del cono. 



2. In generale per una qua- 
drica che non sia un cono qua- 
drico si ha che: 

Se per il punto P passa una 
tangente alla quadrica per quel 



per due punti di pur, si trove- 
ranno in piani passanti per P t ; 
dunque: 

Dato un inviluppo 2*) di 2.* 
classe ed un piano it non appar- 
tenente all'inviluppo resta deter- 
minato un punto P t colle seguenti 
costruzioni: 

a') P t i il punto in cui si ta- 
gliano i coniugati armonici di w 
rispetto alle coppie di piani del- 
l' inviluppo 2 W passanti per rette 
din. 

V) P, è il punto in cui si ta- 
gliano le rette che congiungono i 
punti di contatto delle coppie di 
piani dell'inviluppo passanti per 
rette del piano w. 

I! punto P f sarà detto il 
polo del piano n rispetto all' in- 
viluppo 2^. 

Quindi per la definizione b 1 ) : 

Il polo di un piano di 2<*) 
i il punto di contatto del piano 
stesso. 

Se 2 W è una conica invi- 
luppata dai suoi piani tangenti, il 
polo di un piano it è precisa- 
mente il polo rispetto alla co- 
nica della retta secondo cui il 
piano ir sega il piano » della 
conica. 

In generale per un inviluppo 
che non sia una conica si ha: 

Se nel piano ir è situato un 
asse tangente di 2 W ve ne sono 
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punto ne passeranno certamente 
infinite e i punti di contatto di 
quelle tangenti giacciono nel 
piano tti polare di P e formano 
la conica C<® intersezione di 
SW con 7T r 

Le tangenti adunque ad S (2) 
passanti per P formano il cono 
quadrico P (2) che si dice circo- 
scritto o tangente alla quadrica 
lungo la conica C&; ed il cono 
stesso è inviluppato dai piani tan- 
genti alla quadrica nei punti C® 
cioè dai piani tangenti di S (8) 
passanti per P. Perchè recipro- 
camente i piani tangenti di S< 2 > 
nei punti di una stessa conica 
C® passano necessariamente per 
un punto P che ha per piano 
polare il piano ir di C&. 

Se due coniche diS^ hanno 
un punto M in comune ne hanno 
un altro Af e i coni circoscritti 
alla quadrica lungo quelle due 
coniche hanno due piani tan- 
genti in comune quelli relativi 
ai punti M, M. Viceversa se due 
coni circoscritti hanno un piano 
tangente comune ne hanno un 
altro e le loro coniche basi sulla 
quadrica hanno due punti co- 
muni. 



infiniti; ed i piani di 2 P> passant 
per quegli assi passano pel polo 
P, di 7r e formano il cono invi- 
luppo yW costituito dai piani di 
2< 8) passanti per P t . 

Gli assi tangenti di S^ si- 
tuati in 7r formano adunque le 
tangenti di una conica wW, che 
è il luogo dei punti di contatto 
dei piani di 2< 2) passanti per P,; 
cioè il luogo dei punti di con- 
tatto di E(*> giacenti in r. Per- 
chè reciprocamente i punti di 
contatto di 2< 2 ) relativi ai piani 
tangenti di uno stesso cono qua- 
drico, sono necessariamente si- 
tuati in un piano che ha per 
polo il vertice del cono. 

Se due coni-inviluppi di 2W 
hanno un piano p in comune 
ne hanno un altro jx'; e le co- 
niche luogo dei punti di con- 
tatto dei piani dei due coni hanno 
due punti in comune; i punti di 
contatto di f*,/x'. Viceversa se 
due coniche formate dai punti di 
contatto di 2 (8 > hanno un punto 
in comune ne hanno un altro; 
e i coni inviluppi di 2<*) corri- 
spondenti a quelle coniche hanno 



due piani in comune. 

3. Segue di qui subito che: 

I punti di contatto dei piani di un inviluppo 2® dello spazio 
formano una quadrica S^ di cui i piani dell'inviluppo ne sono 
i piani tangenti; e reciprocamente i piani tangenti di una quadrica 
S< 2) dello spazio formano un inviluppo di 2. a classe dello spazio; i 



GEOMETRIA PROJETTIVA. 295 



punti della quadrica essendo i punti di contatto dei piani dell'in- 
viluppo. 

Infatti perchè ogni asse-tangente di un inviluppo Z( 8) di 
2.* classe non è altro che una tangente alla conica secondo cui 
un piano condotto per l'asse sega il luogo S, (2) dei punti di con- 
tatto dei piani di 2< 2 > stesso, cosi ne segue che ogni piano |x di 
un inviluppo Z<*) contiene le rette tangenti, nel relativo punto 
di contatto, alle coniche di S/ 2) che hanno quel punto in comune. 
D'altra parte se noi prendiamo un punto M del luogo S^ 2 * e due 
coniche C& 9 QW di esso che si segano in due punti N N f 9 pas- 
serà per Àf, C&\ C'W una sola quadrica S'W cioè un luogo pro- 
dotto da due stelle reciproche avente in comune con S, (2) il punto 
Ai e le coniche C&\ Q&K Ma allora le coniche secondo cui i 
piani passanti per M tagliano S, ( *\ S'W avendo cinque punti in 
comune coincidono: dunque anche S/ 2) ed S'< 2J coincidono; ep- 
però S, (2 ) è una quadrica come noi la abbiamo definita; cioè il pro- 
dotto di due stelle reciproche. 

4. Data adunque una quadrica S (2) dello spazio è dato anche 
un inviluppo 2< 2 ) di 2. R classe quello formato dai piani tangenti 
della quadrica e viceversa. Una quadrica può in altre parole es- 
sere determinata in due modi differenti fra loro correlativi; cioè 
può essere determinata come complesso dei suoi punti o come 
inviluppata o, impropriamente, inviluppo dei suoi piani tangenti. 
In qualunque modo data una quadrica, per ciò che precede, ri- 
sulta che: 

Ogni punto P ha rispetto alla quadrica il relativo piano polare 
n l e viceversa il piano tt, ha il relativo polo P, cioè: 

Se 7r, è il piano polare di P, viceversa P è il polo di n t . 

Inoltre rammentando che il piano 7r, polare di P contiene le rette 
polari di P rispetto alle coniche in cui i piani condotti per P 
segano la quadrica, segue immediatamente che il piano polare 
di un punto qualunque Mdi tt,, passerà per il polo P di n t , cioè: 

Se un punto M giace in un piano it t , viceversa il piano f* t po- 
lare di M passa per il polo P di 7r t ; e- quindi: 

I piani polari dei punti di una retta m passano per un'altra 
retta m, che coincide alla retta stessa, se m appartiene alla quadrica. 

5. Resta in tal modo determinata una corrispondenza fra i 
punti ed i piani dello spazio,- per modo che ad una figura o 
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proposizione dello spazio ne corrisponde un'altra che ha colla 
prima le stesse relazioni che la figura o proposizione correlativa. 
Con una quadrica è dunque dimostrato, come col sistema polare 
elementare, il principio di dualità dello spazio. Due figure o pro- 
posizioni che sono fra loro corrispondenti nel principio ora dato 
di trasformazione, si diranno polari reciproche rispetto alla qua- 
drica S (2) , e sarà detto sistema polare della quadrica stessa, il 
sistema formato da ogni punto a cui sia coordinato il relativo 
piano polare. 

La quadrica S (2) sarà detta la direttrice del sistema polare; 
ed è il luogo dei punti per cui passano i relativi piani polari; ed 
i suoi piani tangenti formano l'inviluppo dei piani che contengono 
i relativi poli. 



6. Se il piano n t polare di 
M passa per un punto A4', vi- 
ceversa il piano f*', polare di M 1 
passa per Af. I punti Af, M' si 
dicono perciò poli armonici o 
conjugati rispetto alla quadrica'. 

Risulta subito: 

Le coppie di poli armonici 
giacenti sopra una stessa retta 
sono coppie di punti conjugati di 
una stessa involuzione iperbo- 
lica, ellittica o parabolica, 
secondo che la retta taglia in due 
punti distinti, oppure non taglia 
finalmente è tangente alla qua- 
drica; essendo punti doppi del- 
l'involuzione i punti in cui la 
retta taglia la quadrica. 

7. Un punto Af ed una retta 
g si dicono conjugati se il piano 
polare di Af passa per g; o, ciò 
che è lo stesso, se la retta po- 
lare di g passa per Af. 

Risulta subito: 

I punti di un piano non tan- 



Se il polo Af, di un piano p 
giace in un piano p', viceversa 
il polo Af', di (*' giace in (*; e 
i piani fi, p' si dicono perciò 
piani conjugati od armonici ri- 
spetto alla quadrica. 

Risulta subito: 

Le coppie di piani conjugati 
passanti per una stessa retta, sono 
coppie di piani conjugati di una 
stessa involuzione di piani, la 
quale è iperbolica, ellittica o 
parabolica secondo che per la 
retta passano due piani tangenti 
distinti non passa alcun piano 
tangente ne passano due coin- 
cidenti, quando la retta è tan- 
gente alla quadrica. 

Un piano fx ed una retta g 
si dicono conjugati se il polo 
di fA giace su g; o, ciò che è 
lo stesso, se la retta polare di 
g è situata su p. 

Risulta subito: 

Le rette di una stella e i re- 
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gente alla quadrica e le loro rette 
coniugate nel piano stesso formano 
un sistema polare, di cui la co- 
nica direttrice è la intersezione 
del piano alla quadrica. 



lativi piani coniugati della stella 
stessa formano un sistema polare ; 
e il cono direttore ne è quello cir- 
coscritto alla quadrica ed avente 
il vertice nel centro stesso della 



stella. 

Due rette si diranno conjugate od armoniche rispetto alla qua- 
drica se esiste nell'una un punto il cui piano polare passa per 
l'altra, o ciò che è lo stesso, se per una di esse passa un piano 
il cui polo giaccia sull'altra; segue immediamente: 



Le coppie di rette conjugate 
passanti per un punto sono coppie 
di raggi coniugati dal sistema 
polare individuato nella stella che 
ha il centro in quel punto dalle 
coppie di raggi e piani conjugati. 



Le coppie di rette conjugate 
giacenti in un piano non tan- 
gente alla quadrica sono coppie di 
rette conjugate nel sistema polare 
individuato in quel piano dai 
punti l dalle rette ad essi conju- 
gate. 

8. È chiaro quindi che si possano concepire infinite terne LMN 
di punti non in linea retta e a due a due conjugati rispetto alla qua- 
drica. Questi punti formano un triangolo LMN di cui ciascun ver- 
tice è conjugato al lato opposto; e che dicesi perciò triangolo 
conjugato rispetto alla quadrica. Un triangolo conjugato è in 
altri termini un triangolo polare del sistema polare individuato nel 
suo piano. 

Correlativamente possiamo concepire infinite terne Xpv di piani 
non passanti per una stessa retta e a due a due conjugati rispetto 
ad una quadrica. Questi piani formano un triedro Xp di ciascun 
spigolo è conjugato della faccia opposta. 

Questo triedro dicesi perciò conjugato rispetto alla quadrica; 
ogni triedro conjugato è in altri termini un triedro polare nel si- 
stema polare individuato nella stella che ha il centro nel vertice 
del triedro. 

9. Possiamo quindi evidentemente concepire infinite quaderne di 
punti a due a due conjugati, non posti in uno stesso piano; e in- 
finite quaderne di piani a due a due conjugati non passanti per lo 
stesso punto. Ogni quaderna di punti ed ogni quaderna di piani 
ora nominati formano un tetraedro che diremo tetraedro po- 
lare o conjugato rispetto alla quadrica S (2 >; e che ha le seguenti 
proprietà: 
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a) Ogni vertice ha per piano polare la faccia opposta. 

b) Due vertici e due faccie, un vertice ed uno spigolo non 
contenente il vertice stesso; oppure una faccia ed uno spigolo non si- 
tuato sulla faccia sono coppie di elementi conjugati rispetto alla qua- 
drica; e sono pure conjugati due spigoli non opposti; mentre sono 
fra loro polari reciproci due spigoli opposti del tetraedro. 

e) Ogni triangolo del tetraedro è un triangolo conjugato rispetto 
alla quadrica; ed è conjugato di essa ogni triedro del tetraedro stesso. 

10. Due rette polari reciproche a y a 1 che non si tagliano ed 
una retta b che le tagli determinano un tetraedro polare: giacché 
la retta V polare di b segherà a> a 1 ; e le due coppie aa' 9 bb 1 di 
rette polari reciproche sono due coppie di spigoli opposti di un 
determinato tetraedro polare. 

Se poi due rette polari reciproche si tagliano, il loro punto 
comune sarà un punto della superficie; e il loro piano un piano 
tangente in quel punto alla quadrica; cosicché le due rette la 
toccano nel punto stesso. 

E risulta subito: 

Le coppie di tangenti polari reciproche giacenti in uno stesso 
piano tangente sono coppie di raggi conjugati di una stessa involu- 
zione di cui i raggi doppi sono le due rette della quadrica passanti 
per quel punto. 

Si trova inoltre: * 

Le due rette che segano due coppie di rette polari reciproche sono 
pure polari reciproche. 

Per le definizioni date risulta ancora: 

Se due rette a,.b sono conjugate, la polare reciproca dell'una 
sega V altra; e viceversa: se due rette sono tali che la polare del- 
l'una sega l'altra 9 le due rette sono conjugate. 

Cosi tutte le rette che segano una retta fissa sono le rette 
conjugate dalla sua polare, quelle che segano due, tre. rette fisse 
sono le rette conjugate alla coppia o alla terna di rette polari 
delle rette fisse. 

Inoltre: 

Se una retta è conjugata a due rette che si tagliano è conjugata 
al loro piano e al loro punto d'incontro. Se una retta i conjugata 
ad un piano ad un punto i conjugata a tutte le rette del piano 
passanti pel punto, ecc., ecc. 
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Se AB CD è un tetraedro 
polare ed £ è un punto fuori 
delle faccie del tetraedro, allora 
ABCDE è un pentagono gobbo 
completo tale che ciascun lato 
AB è conjugato alla sua faccia 
opposta CDE. 

Il pentagono ABCDE si dirà 
un pentagono polare rispetto 
alla quadrica S (2) . 



Se ajSyd è un tetraedro polare 
ed e è un piano non passante 
per alcun vertice del tetraedro 
allora afìyie è un pentaedro tale 
che ciascun spigolo «j8 è coniu- 
gato al suo vertice opposto ydt. 

Il pentaedro afiyòe si dirà un 
pentaedro polare rispetto alla 
quadrica S< 2) . 



§ 3. Centro, diametri, assi Mie quadricAe. 

1. Se il piano all'infinito non è tangente alla quadrica S< ? > 
avrà il suo polo C al finito, che dicesi centro della quadrica. Ogni 
retta AB che unisce due punti A, B di una quadrica S (2) sarà detta 
una corda di essa; e chiameremo anche corda il segmento finito 
AB intercetto sulla retta AB dalla quadrica stessa. Ogni retta pas- 
sante pel centro si dirà un diametro; ed ogni piano contenente 
il centro si dirà un piano diametrale. 

Quando un diametro sega la superfìcie in due punti al finito, 
chiameremo anche diametro il segmento finito determinato dai 
punti stessi. 

Dalle date definizioni risulta: 

Un piano diametrale qualunque, non tangente alla quadrica, la 
sega in una conica che ha il centro nel centro della quadrica. 

Per le quadriche che hanno centro, e che sono quelle che noi 
ora consideriamo, il piano all'infinito segherà la quadrica in una 
conica o non la segherà, non potendo per ipotesi, essere tangente 
alla quadrica. 

Dunque un piano diametrale non tangente alla quadrica segherà 
necessariamente la quadrica in una conica che non può essere 
che un'ellisse o un'iperbole e mai una parabola. 

Osserviamo poi che ogni diametro della conica sezione è un 
diametro della quadrica. Se la curva sezione è un'iperbole ed 
MAf è la grandezza del diametro che non la sega, qualunque 
piano diametrale non tangente passante per MM f segherà la qua- 
drica in un'iperbole che- avrà per grandezza del diametro che 
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non la sega il segmento MM 1 ; perchè M 9 M f sono in tutte quelle 
iperboli i poli armonici egualmente distanti dal centro C nella 
involuzione negativa formata dai poli armonici rispetto alla qua- 
drica sulla retta MM 1 e della quale involuzione C ne è il punto 
centrale. Definiremo quindi grandezza di un diametro non segante 
la quadrica quella di una sezione diametrale fatta con un piano 
passante pel diametro stesso. 

2. Importa ritenere: 

a) Un diametro è una retta la cui polare cade all' infinito ; ed 
un piano diametrale i quello il cui polo cade all'infinito. 

b) Il punto all'infinito di un diametro i il polo del piano 
diametrale ad esso coniugato; e la polare di un diametro è la retta 
ali 9 infinito del suo piano diametrale coniugato. 

e) Un piano diametrale contiene i punti di me^o di tutte le 
corde parallele coniugate al piano stesso. 

d) I diametri si dividono per metà nel centro della superficie; 
e se tre corde si tagliano a metà in un punto e non sono nello stesso 
piano; quel punto è il centro della superficie. 

Infatti se AA! 9 BB 9 9 CO sono tre corde che si dividono a metà 
in O, allora il piano polare di O è il piano all'infinito perchè 
tre punti non in linea retta di quel piano, cadono all'infinito: 
dunque O è il centro della superfìcie. 

Di qui la costruzione ordinaria del centro per le quadriche a 
rette reali. Se g X9 g v g t sono tre generatrici di uno stesso sistema 
per g t passerà uno ed un sol piano a n parallelo a g % e per g t un 
sol piano oc tl parallelo a g v In generale indicando con a n il piano 
condotto per g r parallelo a g m ; avremo sei piani a tv a fi1 ; oc n9 a li ; 
a 3V a ls soltanto a due a due paralleli e che determinano un paral- 
lellepipedo di cui g t9 g %9 g t sono tre spigoli né paralleli né concor- 
renti; quindi tre diagonali di tale parai le llepipedo tagliano due delle 
rette g v g t9 g % e perciò sono tre corde della quadrica che non sono 
nello stesso piano e che si tagliano in un punto che è il centro 
del parallellepipedo e che è anche il centro della quadrica 

3. I diametri ed i relativi piani diametrali formano un sistema 
polare Ci; e se il centro C è un punto esterno alla superficie 
Q non é altro che il sistema polare rispetto al cono quadrico 
formato dalle tangenti condotte da C alla quadrica , i cui punti 
di contatto sono i punti all'infinito della quadrica. Queste tan- 
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genti diconsi assintoti della quadrica; ed il cono da esse formato, 
di vertice C, si dice il cono assintotico; che è quindi il cono tan- 
gente alla quadrica nella sua conica all'infinito. 

Siano ora a, a un diametro ed il relativo piano diametrale corru- 
gato e siano A> A 9 i due punti in cui un altro diametro b sega la 
quadrica. Conduciamo per A una parallela a 1 ad a e per A 9 un 
piano a! parallelo ad a. Allora a 9 ed a! si segheranno in un punto 
M=a 9 af y che dico essere un punto della quadrica. 

Infatti il piano (* = a . af delle due parallele a, a! contiene il 
diametro b; e sega la quadrica in una conica di cui sono dia- 
metri conjugati la retta a e la retta pa: quindi la retta a 1 e la 
retta pa' sono le parallele condotte dagli estremi A y A 1 di un dia- 
metro della conica ad altri due diametri conjugati, dunque il punto 
comune a quelle rette, che non è altro che il punto pfj = Af è 
un punto di quella conica, epperò della quadrica; dunque: 

Se da un estremo A di un diametro AA' di una quadrica do- 
tata di centro conduciamo le parallele ai diametri e dalV altro estremo 
A' piani paralleli ai piani diametrali rispettivamente conjugati, ot- 
teniamo due stelle A, A' riferite reciprocamente essendo corrispon- 
denti fra loro due elementi paralleli a due elementi conjugati; e il 
prodotto delle due stelle reciproche è la quadrica stessa. 

4. In generale il sistema polare formato dalle coppie di dia- 
metri e di piani diametrali fra loro conjugati, ed il sistema po- 
lare elementare (vedipag. 13) della stella che ha il centro nel centro 
stesso C della quadrica, avranno uno ed un solo triedro polare co- 
mune, che sarà perciò un triedro trirettangolo polare rispetto alla 
quadrica. 

Gli spigoli di questo triedro saranno detti gli assi della qua- 
drica e le faccie i piani principali della quadrica stessa. 

Possiamo dire: 

Ogni quadrica ha per corrispondente se stessa nelV omologia ar- 
monica determinata da un punto fuori di esso e dal suo piano po- 
lare: se il punto t all'infinito, l'omologia è allora un'affinità invo- 
lutoria; cioè la quadrica è figura simmetrica rispetto ad ogni suo 
piano diametrale; ed è in simmetria ortogonale rispetto ad ogni suo 
piano principale. 

5. Supponiamo ora che oltre del triedro trirettangolo polare 
esista fuori delle faccie del triedro un raggio della stella C il cui 
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piano conjugato le sia normale; allora il sistema polare dei piani 
diametrali e dei diametri ad essi conjugati coinciderà col sistema 
polare elementare della stella C; pel teorema del n,° 4 la quadrica 
sarà una superficie sferica, che brevemente diremo sfera, avente 
per centro C; perchè, come si è già detto al n.° 8, § precedente: 

Due stelle S, S' riferite fra loro reciprocamente in modo che ad 
un raggio dell'una corrisponda nell'altra il piano normale al raggio 
stesso, producono una sfera di cui SS' è un diametro; e viceversa: 

Il centro di una sfera definito dalla geometria elementare è 
il centro della sfera come polo del piano all'infinito, ecc. 

6. Abbiamo già detto che la sfera è superficie a punti ellit- 
tici; ossia a rette immaginarie; perchè le coppie di tangenti po- 
lari reciproche passanti per un punto M della sfera formano una 
involuzione negativa, giacché due tangenti polari reciproche sono 
ad angolo retto. Se quindi in una data omologia dello spazio si 
costruisce la figura omologica di una sfera 8 (2) si otterrà una 
quadrica S ,(2) a punti ellittici ossia a rette immaginarie: perchè 
alle due stelle reciproche generatrici della sfera saranno omolo- 
giche due stelle pure fra loro reciproche e generatrici di una 
quadrica, la quale sarà necessamente, come la sfera, a rette im- 
maginarie. Se p è il piano limite del sistema a cui appartiene la 
sfera (vedi pag. 119) allora secondo che p taglierà la sfera S<*> 
in un cerchio, oppure sarà tangente alla sfera, oppure non la 
taglierà, si avrà una quadrica S' ( *> a punti ellittici, che nel primo 
caso sarà tagliata dal piano all'infinito in una conica, nel secondo 
caso sarà toccata dal piano all'infinito; e nel terzo caso non 
sarà tagliata dal piano stesso, ossia sarà composta, come la sfera, 
di punti tutti al finito. 

Possiamo dunque concepire quadriche a punti ellittici che hanno 
una conica all'infinito e che chiameremo iperboloidi a due falde; 
che non hanno alcun punto all'infinito e chiameremo ellissoidi: 
finalmente diremo paraboloidi ellittici le quadriche a rette imma- 
ginarie toccate dal piano all'infinito. 

7. Se la quadrica è a rette reali, potrà essere tagliata dal piano 
all'infinito in una conica; oppure nel sistema di due rette, cioè 
toccata dal piano all'infinito. 

Nel primo caso la quadrica si dirà iperboloide ad una falda; 
nel secondo caso paraboloide gobbo od anche paraboloide iperbolico. 
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Nel paraboloide ellittico od iperbolico chiameremo diametro 
ogni retta che si dirige al punto di contatto della superficie col 
piano all'infinito; o, ciò che è lo stesso, ogni retta la cui polare 
cade all'infinito. Tutti i diametri di un paraboloide sono dunque pa- 
ralleli fra loro. Un diametro d segando il paraboloide nel suo punto 
di contatto col piano all'infinito lo segherà in un punto Af al 
finito. Viceversa: per ogni punto M del paraboloide passerà un 
diametro d di esso. 

Intorno ad ogni diametro d resta individuata un'involuzione 
di piani corrugati rispetto al paraboloide; due piani conjugati col 
piano tangente in Af determinano un triedro polare; tutte le se- 
zioni fatte con piani paralleli ad un diametro sono parabole; e 
tutte le sezioni fatte con piani paralleli al piano tangente in M 
(conjugato al diametro d passante per Af) sono ellissi nel para- 
boloide ellittico ed iperboli nel paraboloide gobbo. 

I centri di queste coniche sono sul diametro d; e due piani 
conjugati passanti per d tagliano il piano delle coniche stesse in 
due diametri conjugati di esse. 

Per ogni retta all'infinito passando un piano tangente ad un 
paraboloide, ne passerà un altro che lo toccherà in un punto al 
finito. Cioè: esiste sempre un piano tangente al paraboloide paral- 
lelo ad un piano dato comunque nello spazio; ed in particolare 
perpendicolare ad un diametro qualunque. Il punto V di contatto 
di questo piano dicesi il vertice del paraboloide, e il diametro 
passante per esso Tasse. 

Nell'involuzione di piani conjugati passanti per uno stesso dia- 
metro d del paraboloide vi saranno sempre due piani conjugati fra 
loro ortogonali. Quindi se il diametro è l'asse stesso del para- 
boloide i due piani conjugati ortogonali col piano tangente nel 
vertice paraboloide, determinano un triedro trirettangolo polare. 

8. Finalmente osserviamo che nel paraboloide iperbolico per 
ogni diametro d passa una coppia di piani tangenti reali; i piani 
determinati dal diametro d e dalle rette g^ 9 d^ all'infinito del 
paraboloide stesso. 

II piano tangente nell' estremo Af del diametro d sega il para- 
boloide in due rette d t9 g t . Una g t di tali rette è in uno stesso 
piano con una d^ delle rette all'infinito; il piano g^ di tali 
rette è uno dei piani tangenti al paraboloide passante per d. 
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Similmente g^ d x è l'altro piano tangente condotto per d al para- 
boloide. 

I piani £,^00, g <x> d t sono l pi^ni doppi dell' involuzione di piani 
conjugati passanti pel diametro d. 

Ogni piano « parallelo al piano tangente in M sega il para- 
boloide in un'iperbole che ha il centro nel punto tùd e che ha 
per assintoti le intersezioni di co coi piani g l d ùa9 gv>d v 

Tutte le generatrici g l9 £,.... del sistema a cui appartiene g^ 
segano l'altra direttrice d^ all'infinito; e sono parallele ad ano 
stesso piano parallelo a due direttrici d l9 d È .... ossia a due ge- 
neratrici dell'altro sistema a cui appartengono le d t9 d^. E vice- 
versa tutte le direttrici del primo sistema, ossia tutte le genera- 
trici d ì9 d t9 d 9 .... d^ del secondo sistema sono parallele ad un 
piano fisso parallelo a due generatrici g t9 £„.... del primo sistema. 

In altri termini adunque: 

Un paraboloide iperbolico è in due modi diversi il luogo di una 
retta che si move appoggiandosi a due rette fisse che non sono in uno 
stesso piano e mantenendosi parallela ad un piano fisso. 

Od anche: 

È il luogo delle rette che congiungono le coppie di punti corri- 
spondenti di due punteggiate simili non poste in uno stesso piano. 

Ogni piano parallelo a due generatrici di uno stesso sistema 
dicesi piano direttore. Il paraboloide ammette adunque due piani 
direttori relativi a due sistemi di generatrici. Due piani direttori 
si tagliano in un diametro del paraboloide. 

9. Negli iperboloidi il centro è punto esterno alla superficie, 
cioè dal centro partono infinite tangenti alla superficie , che 
formano il cono circoscritto alla superficie stessa lungo la sua 
sezione al piano all'infinito. Il cono quadrico in discorso l'ab- 
biamo detto il cono assintotico, perchè appunto formato da assin- 
toti della superficie, cioè da rette che toccano la superficie nei 
suoi punti all'infinito. 

Per ciò che precede risulta subito: 

In ogni triedro polare rispetto al cono assintotico, ossia in ogni 
triedro formato di piani diametrali e di diametri a due a due conju- 
gati, due f accie del triedro tagliano l'iperboloide secondo iperboli 
aventi il centro nel centro della superficie e per assintoti le due ge- 
neratrici del cono assintotico, che si trovano in quei piani. Le due 
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iperboli stesse hanno in comune un diametro reale nelV iperboloide a 
due falde; un diametro immaginario neW iperboloide ad una falda. 
U altra faccia del triedro taglia la superficie in un 9 ellisse avente 
il centro nel centro della superficie. 

10. Per l'ellissoide giova rammentare: 

Ogni piano diametrale taglia V ellissoide secondo un'ellisse avente 
il centro nel centro dell 3 ellissoide stesso. 

Per tutte le superficie dotate di centro è utile rammentare 
ancora il teorema: 

Le sezioni con piani paralleli ad un piano diametrale fisso, ossia 
le sezioni con piani conjugati ad uno stesso diametro d, sono coniche 
della stessa specie, aventi i centri sul diametro stesso d; nelle quali 
sono diametri conjugati le intersezioni dei loro piani con una coppia 
di piani conjugati passanti per d. 

Per le superficie poi non dotate di centro, in altri termini per 
il paraboloide ellittico ed iperbolico, è bene riassumere le seguenti 
proprietà, che risultano da quanto precede: 

i.° Le sezioni con piani paralleli ai diametri sono essenzial- 
mente PARABOLE. 

2. Le sezioni fatte con piani paralleli al piano tangente in 
un punto P, sono iperboli per il paraboloide gobbo; ed ellissi per 
l'altro. In tutti i casi i centri delle coniche sezioni giacciono sul 
diametro d passante per P; e due diametri conjugati di quelle co- 
niche sono le intersezioni dei loro piani con due piani conjugati pas- ' 
santi per d. 

§ 4. Le equazioni delle quadriche delio spazio dedotte sotto la forma 
semplice dalla generazione delle quadriche per mezzo di una 
conica variabile e di due coniche fisse. 

1. Tre piani a, 0, y non paralleli ad una stessa retta si tagliano 
in un punto al finito e determinano un triedro O di cui sono 

Pr = x > y«=^» *$ = Z gli spigoli; quindi: a=yz, = %x 9 
y = xy. 

Dato un punto qualunque M nello spazio proiettiamo il punto 
stesso dalle rette all'infinito dei piani «, /3, y rispettivamente 
sulle rette *, y, ^ che sono gli spigoli opposti alle faccie a, /3, y 
nel triedro a/3y = xy^. Otterremo con ciò rispettivamente i punti 

A scemiti , Geometria proiettiva. g0 
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M t , Af f , Af s projezioni di M. Supponiamo ora che i punti delle 
rette x> y 9 % siano determinati per mezzo delle misure, col debito 
segno, delle distanze dei punti stessi dal punto O; allora ogni 
punto M dello spazio determina tre numeri x, y, z, le misure dei 
segmenti OM t , ,OM t , OM r 

Viceversa: date le misure di tre segmenti contati a partire da O 
sulle rette x 9 y, % sono determinati i punti M t , Àf t , Àf,; e quindi 
il punto M, dati che siano i tre piani a, /3, y. 

I numeri x, y, % sono dette le coordinate cartesiane del punto M 
da esse determinato rispetto a tre piani a, /3, y o ai tre assi jc, y, {, 
che diconsi rispettivamente i piani e gli assi coordinati. 

I punti per cui si ha rispettivamente: x = o, y = o, £ — o 
sono quelli dei piani coordinati y%, %x> xy. I punti per cui è si- 
multaneajpente y = o, ? = o; { = o, x = o; x = o, y = o 
sono quelli rispettivamente degli assi condotti x> y 9 %; ed il punto 
ha le coordinate tutte nulle; e dicesi origine degli assi o delle 
coordinate. 

2. 1 punti le cui coordinate soddisfano ad una relazione costante 
si dicono formare una superficie; quelli le cui coordinate soddi- 
sfano a due relazioni simultanee si dicono formare una linea, 
la quale dicesi gobba se appartiene essenzialmente allo spazio e 
non al piano. Ciascun punto dello spazio è determinato in modo 
unico da tre numeri; e perciò lo spazio, come composto di punti, 
l'abbiamo detto spazio lineare di ). a specie o di tre dimensioni. 

Ciascun punto di una superficie è determinato da due numeri; 
perciò una superficie si dice anche spazio di 2. a specie o di due 
dimensioni; e per le stesse ragioni una linea si dice spazio di 
i« specie q di una dimensione. 

La relazione che serve a determinare una superficie e quelle 
che servono a determinare una linea sono dette le equazioni della 
superficie e della linea; ed una superficie si dice algebrica, se 
T equazione rappresentatrice è algebrica nelle coordinate del punto 
corrente della superficie stessa. Si ha in altri termini l'equazione 
di una superficie algebrica coli' eguagliare a zero un polinomio in- 
tero di un certo grado m nelle coordinate x> y y % di un punto. 
Una linea si dice algebrica se è la completa o parziale intersezione 
di due superficie algebriche; ossia se sono algebriche nelle coordi- 
nate del suo punto generatore le equazioni che le rappresentano. 
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3. L'equazione algebrica più semplice è quella del primo grado 
nelle coordinate x 9 y 9 ^, cioè della forma: 

(1) Lx + My + h\ + P= 0, 

che rappresenta quindi la superficie algebrica più semplice; che 
è il piano. # 

Infatti, è evidente che le equazioni: 

x = K, y = IT, < == K" 

rappresentano rispettivamente piani paralleli ai piani y% 9 %x 9 xy> 
essendo K, K\ EP quantità costanti. Similmente le equazioni: 

ly + m% + p = o P{ + m!x + p 1 = o V x -f- «V + p* == o 

rappresentano rispettivamente piani projettanti sul piano y%> %x 9 xy 9 
cioè piani rispettivamente paralleli agli assi x, y 9 {. Inoltre: 

Ax + By + Q = 

rappresenta un piano passante per l'origine 0; perchè il luogo 
dei punti le cui coordinate soddisfano all'equazione stessa con- 
tiene ogni retta che unisce un punto del luogo coli' origine. 

Quindi l'equazione (i) generale di i. e grado nelle x 9 y 9 % rap- 
presenta un piano comunque posto nello spazio; perchè il luogo 
è tagliato da un altro analogo in una retta, intersezione dei piani 
che la projettano sui piani coordinati y% 9 %x 9 xy. 

L M N 

I tre nnmen t — -5-, u = -5-, v = -tj- determinano intera- 
mente un piano, perchè ne danno l'equazione sotto la forma: 

tx + uy 4* w% + 1 = o. 

4. Diremo coordinate pluchtriant del piano i numeri f, u, v, che 
hanno per significato geometrico le misure, con segno cambiato, 
degli inversi dei segmenti intercetti sugli assi x 9 y 9 % dall'origine 
e dal piano. Ogni piano dello spazio come ogni punto di esso è 
determinato da tre numeri; gli è perciò che lo spazio si è detto 
forma fondamentale di 3.* specie o spazio a tre dimensioni, sia 
composto di punti che di piani. Avremo quindi le figure composte 
di piani correlative alle superficie o alle linee che sono figure 
di punti; avremo cioè le forme composte di piani, le cuLcoor- 
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dinate debbono soddisfare ad una relazione o a due relazioni si- 
multanee costanti. 

Le prime figure saranno dette superficie-inviluppi; e fàsci 
gobbi o sviluppabili-inviluppi le seconde, se appartengono esclu- 
sivamente allo spazio e non alla stella, nel qual caso saranno dette 
coni-inviluppi. Anche qui quando 1' equazione o le equazioni rap- 
presentataci sono algebriche nelle coordinate del piano genera- 
tore, le forme saranno dette algebriche. Essendo ora data una 
superficie algebrica od anche un inviluppo algebrico per mezzo 
delle loro equazioni, per noti teoremi di algebra, risulta che, se 
p. e. m è il grado del polinomio f(xy%) che eguagliato a zero 
dà l'equazione della superficie, allora: una retta arbitrariamente 
presa nello spazio non pub incontrare la superficie che in m punti 
al più; e se la incontra in m + i punti, la retta fa parte della 
superficie. 

Il numero m dicesi perciò l'ordine della superficie algebrica. 
Correlativamente : classe di una superficie-inviluppo algebrica sarà 
il numero massimo A" dei piani dell'inviluppo passanti per una retta 
arbitrariamente presa nello spazio, sicché se K + i piani passas- 
sero per una retta, la retta stessa, come asse di un fascio di piani, 
fa parte dell'inviluppo. 

Una superficie algebrica di ordine m e un'altra dell'ordine ti 
si segheranno in una linea tale che un piano arbitrariamente preso 
nello spazio avrà in comune colla linea tnn punti; e ciò perchè 
le soluzioni comuni a tre equazioni, una del grado m, l'altra del 
grado » e la terza di i.° grado nelle cognite x, y 9 % sono in ge- 
nerale mw, per un noto teorema di algebra. 

Il numero mn si dirà l'ordine della linea. Ordine adunque di 
una linea algebrica è il numero dei punti in cui la linea può es- 
sere al più incontrata da un piano arbitrario dello spazio. Corre- 
lativamente classe di un fascio di piani o di uno sviluppabile- 
inviluppo, è il numero dei piani della forma passanti per un punto 
preso arbitrariamente nello spazio. 

Così il piano è superficie algebrica di i.° ordine; il punto è 
superficie inviluppo di i. a classe; la retta è linea di i.° ordine, 
e considerata come asse è fasciò di i." classe, ecc. 

In generale quando nello spazio con costruzioni regolate da 
una stessa legge geometrica si vengono a determinare gli elementi 
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(punti o piani) di una stessa forma, dalla quale legge ne risulti 
che gli elementi della forma costituiscono una serie continua e 
indefinita di elementi determinati certamente ciascuno da due nu- 
meri o da un sol numero; ed inoltre ne risulti determinato l'or- 
dine o la classe, si ammetterà che quella forma sia algebrica; 
cioè, sia rappresentata da un'equazione o da due equazioni alge- 
briche nelle coordinate dell'elemento generatore, secondo che la 
forma è uno spazio di due o di una dimensione. 

5. Cosi i punti di una quadrica formano certamente uno spazio 
a due dimensioni, ossia una superficie che deve essere algebrica e 
di 2. ordine, cioè debbono le coordinate di un punto corrente della 
quadrica essere legate da una relazione costante di 2. grado nelle 
coordinate stesse. E si può trovare effettivamente tale relazione. 
Cominciamo intanto a conside- 
rare le superficie dotate di cen- 
tro. Sia xyi un triedro con- 
iugato rispetto all'ellissoide, 
essendo il vertice O del triedro 
l'origine degli assi (fig. 125), 
ed anche il centro dell'ellis- 
soide; e gli spigoli x, y, £ 
del triedro gli assi coordinati. 
Siano : 






-1 £+£=, 




Pig. 185. 



le equazioni delle ellissi, se- 
condo cui i piani x%> y% ta- 
gliano l'ellissoide. Allora l'ellissoide stesso (vedi pag. 305) è il 
luogo di un'ellisse variabile, che, mantenendo il suo piano pa- 
rallelo al piano xy> ha il centro sull'asse {, e per diametri conju- 
gati le rette in cui il piano dell'ellisse variabile taglia i piani jq;, 
y% delle ellissi fisse, avendo per grandezza dei diametri stessi le 
corde delle due ellissi fisse. 

Chiameremo perciò direttrici le ellissi fisse nei piani *{, y% e 
generatrice l'ellisse variabile. Se: 



* = *! 
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è l'equazione del piano dell'ellisse generatrice, saranno: 

i quadrati dei semidiametri conjugati dell'ellisse stessa, secondo cui 
il piano % = { f taglia i piani coordinati x^;, y%, e quindi: 

+ l =-=i 



''(■-?) " o-f?) 



sarà l'equazione sul piano { = { dell'ellisse generatrice riferita 
ai diametri conjugati O x A x > O l B t sui piani x%> y%. L'equazione 
quindi: 

x* v* 

— + — 

a 1 *• ^ 



m il + J* + *■ — i 



sarà quella dell'ellissoide, perchè è quella del luogo delle ellissi 
nominate. 

6. Allo stesso modo, per l'iperboloide ad una falda, siano: 

— — ll = il — il — 

le equazioni delle iperboli (direttrici) secondo cui i piani xjj, y% ta- 
gliano l'iperboloide stesso riferito ad un triedro xy% conjugato, 
il cui vertice sia il centro della superficie (fig. 126). Sarà allora: 



x % . y 8 

— = I- 



+ 



'(•+*) "('+■?) 



l'equazione dell'ellisse generatrice posta nel piano { = {, paral- 
lelo al piano xy; e perciò sarà: 

l'equazione richiesta dell'iperboloide aduna falda; che è il luogo 
delle ellissi che mantenendo il loro piano parallelo al piano xy 



GEOMETRIA PROJlìTTIVA. 



3" 



ed il suo centro nell'asse ^, hanno per diametri conjugati le corde 
delle iperboli direttrici contenute nel piano dell'ellisse generatrice. 




Fig. 126. 



7. Per l'iperboloide a due falde, riferito ad un triedro analogo, 
siano (vedi pag. 304, 305): 



e 



1 _ jfl — ^ _ f — 



le equazioni delle iperboli direttrici, secondo cui i piani x% 9 y% 
segano l'iperboloide stesso; e osservando che: 



■@-) + -(*-') 



= o 



è l'equazione dell'ellisse generatrice nel piano ^ = { f , sarà: 



(III) 



— il -4-iL — 

~ a % ~ * 8 + e 9 ~ X 



la cercata equazione dell'iperboloide a due falde (fig. 127). 

8. Per il paraboloide ellittico, essendo p, p 9 dello stesso segno, 
siano: 

X 1 = 2p% 



} 
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le equazioni delle parabole direttrici situate nei piani x%, y% fra 
loro conjugati rispetto ai paraboloide, e segantesi in un diametro 
{ del paraboloide, da cui viene tagliato nel punto origine degli 




assi x y y, % a cui viene riferito il paraboloide stesso, sicché il 
piano xy sia il piano tangente in alla superficie stessa; ed xy{ 

un triedro conjugato. Per l'ipo- 
tesi fatta su p, p 1 sarà allora: 

<^i « • 

0, l\ x , / 




K>P H.P' 






l'equazione dell'ellisse gene- 
ratrice nel piano £={,, e 
quindi: 

p pi 

l'equazione richiesta del para- 
boloide (fig. 128), luogo di un 
ellisse il cui piano si mantiene 
"* m parallelo al piano tangente in 

O; e che ha per diametri conjugati le corde delle parabole di- 
rettrici contenute nel piano dell'ellisse generatrice. 

9. Allo stesso modo, essendo nelle equazioni delle parabole di- 
rettrici p> p f di segno contrario, si troverà subito che: 



x 9 y s 
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è l'equazione del paraboloide gobbo riferito ad un triedro conjugato 
di cui uno spigolo % è un diametro ed il piano xy è il piano tan- 
gente nel punto in cui il diametro ^ sega la superficie, essendo 
O l'origine degli assi, (fig. 129). Il paraboloide stesso è generato 
dall' iperbole il cui piano si 
mantiene parallelo al piano xy, 
e che ha per diametri conjugati 
le rette secondo cui il piano 
dell'iperbole stessa generatrice 
sega i piani coordinati x%> y%. 
Si può osservare da ultimo 
che l'equazione: 

** + / + ? = r % 

è quella della sfera riferita ad 
un triedro conjugato. 

Inoltre le equazioni delle 
quadriche si possono ottenere, 
ed anzi sotto la stessa forma, 
con assi ortogonali; assumendo per triedro fondamentale il triedro 
trirettangolo polare che, nelle superficie dotate di centro, ha il 
vertice nel centro della superficie. Per quelle poi non dotate di 
centro, cioè pei paraboloidi, il triedro fondamentale stesso sarà 
adunque il triedro polare, che ha il vertice nel vertice stesso del 
paraboloide. 




Pig. 129. 
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CAPITOLO X. 



Omografia o reciprocità dello spazio. 



§ I. Omografia dello spazio. 

1. Una corrispondenza fra elementi dello spazio si dirà omo- 
grafica o projettiva o lineare se sia tale che: senza eccezione: 

a) ad un punto M corrisponda un punto M 9 in modo che; 

b) ad una retta r passante per M corrisponda una retta r' 
passante per M'; o, ciò che è lo stesso, (come si vedrà fra poco): 

e) ad un piano p. passante per M corrisponda un piano p 
passante per M'. 

Indichiamo con S la figura o lo spazio stesso descritto da M; 
e con 2' la corrispondente figura o lo spazio stesso descritto da 
Ai 9 . Osserviamo anzitutto che la proprietà b) ha appunto per 
conseguenza la e) e viceversa la proprietà e) ha per conseguenza 
la bj. Ed invero, nel primo caso, alle rette di un piano di 2 deb- 
bono corrispondere altrettante rette di 2' che a due a due si 
segano senza tutte passare per uno stesso punto; dunque è vera 
la proprietà e). Reciprocamente sia vera la proprietà cj y allora 
ai punti di una retta determinata come intersezioni di due piani 
debbono corrispondere i punti comuni ai due piani corrispondenti; 
quindi i punti di una retta. 

2. Discende subito che in una corrispondenza omografica, o 
brevemente in un* omografia P dello spazio, hanno luogo le se- 
guenti proprietà: 

Ad una forma fondamentale di prima o seconda specie dell'una 
figura 2 corrisponde nell'altra 2' una forma fondamentale della 
stessa specie projettiva alla prima. 

3. In particolare ad un pentagono gobbo ABCDE di 2 cor- 
risponde un pentagono gobbo A 9 B 9 C 9 UE 9 di 2'; e se M 9 M 9 sono 
due punti corrispondenti, projettando, da ciascuno dei lati di un 
triangolo del pentagono di 2, il vertice rimanente del triangolo, 
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i due vertici rimanenti del pentagono e il punto M 9 si ottengono 
tre fasci di quattro piani projettivi rispettivamente a quelli che 
projettano da ciascuno dei lati del corrispondente triangolo il ver- 
tice rimanente del triangolo, i due restanti vertici del pentagono 
e il punto M. Cosi si avrà in particolare: 

/ AB (CDEM) y\ A'B' (C'LKFM') 

(I) ] BC (ADEM) A BfO (A'&EM) 

CA (BDEM) /\ C'A' (B'D'FM). 

Di qui segue immediatamente che , dato un pentagono gobbo 
in 2 e il suo corrispondente in 2', è determinato per ogni punto 
Af di 2, situato fuori del piano AB C, il suo punto corrispondente 
M 9 in 2'; e ciò si fa colla costruzione di tre coppie (i) di forme 
fondamentali di i. a specie projettive. 

Correlativamente si vede che dato un pentaedro completo 
di 2 ed il suo corrispondente in 2', si può costruire per ogni 
piano di 2 il suo corrispondente in 2'. Tale costruzione è ricon- 
dotta a quella di tre coppie di punteggiate projettive. 

4. Ciò posto, hanno luogo i seguenti teoremi fra loro corre- 
lativi nello spazio: 



Dati nello spazio due penta- 
goni gobbi ABCDÈ, A'B'C'D'E' 
si può passare dall'uno all'altro 
con un numero finito di omologie 
solide, fissando a piacere i ver- 
tici A', B', O, D', E' dell' uno che 
si debbono dedurre ordinatamente 
dai vertici A, B, C, D, E dell'altro. 



Dati nello spazio due pen- 
taedri completi a/3yde, a'/3'/<JV si 
pub passare dall'uno all'altro con 
un numero finito di omologie, fis- 
sando a piacere i piani a', /3', /, 
£', e 1 dell'uno che si debbono de- 
durre ordinatamente dai piani 
<*y /3> 7> d, e dell' altro. 



Intatti (a sinistra) sia s l'intersezione dei piani ABC, A'WO> 
e con un piano di omologia passante per s colla coppia CO di 
punti corrispondenti, con un centro di omologia preso su CO y 
si costruisca la figura omologica del pentagono ABCDE 9 ad ottenere 
un nuovo pentagono A ì B x OD l E l9 essendo A t9 B v C, D v E t i vertici 
corrispondenti ad A 9 B 9 C, D y E rispettivamente. Ora le rette 
A X A* 9 B x Bf sono nel piano A'B'C 9 quindi si tagliano in un punto O x ; 
e in punto S si tagliano pure le rette AB 9 A X B X . Con un piano v> x 
passante per 5 e per C colla coppia J t A* di punti corrispondenti, 
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col centro 0, di omologia costruiamo la figura omologica del 
pentagono A x B x CD % E t , otterremo un nuovo pentagono A 9 B'OD % E t9 
essendo A 1 , B' 9 C\ D v E % i vertici corrispondenti ordinatamente ad 
A t7 B ìy C, D v E t . Col piano A'BfC 1 ^ con un centro % sulla retta 
D'D„ colla coppia DJ)' di punti corrispondenti costruiamo la fi- 
gura omologica del pentagono A'B'C'D^ otterremo un nuovo 
pentagono A'B'ODE^. 

Immaginiamo ora il piano OB'E 1 del punto E 9 e di uno spigolo 
B'O del tetraedro A'B'QD 1 . Unendo un vertice A dei tetraedro, 
fuori dello spigolo OB\ con E„ la retta A r E 3 segherà il piano 
QB*E f in un punto £ v Le rette U'P, E k O del piano C'B'E 1 si 
segheranno in un punto E ò . Ora V omologia di centro A\ di piano 
BtQD* e contenente la coppia EJz h di punti corrispondenti conduce 
dal pentagono A'B t OiyE ì al pentagono A^OUE^ l'omologia di 
centro O di piano A*B ] Ù e contenènte la coppia E v E s di punti 
corrispondenti conduce dal pentagono A'B'C'iyE^ al pentagono 
A'B'C'D'E^ Finalmente l'omologia di centro B\ di piano A'C'D 9 , 
contenente la coppia £ 5 , E 1 di punti corrispondenti, conduce dal- 
l'ultimo pentagono ottenuto al pentagono A'B'C'LfE'; è vero 
adunque il teorema enunciato. 

Osservando poi che i due pentaedri a|3y<fc, a'jS'/^V sono de- 
terminati da due pentagoni semplici di essi, per es. i pentagoni 
che hanno rispettivamente per vertici: 

«/3y, /3)£, yde, ò$a. «a/3; 
«73V, W /W> M*> e'«'/3', 

cosi ne segue che è vero anche il teorema a destra. Del resto 
il teorema stesso si dimostrerebbe seguendo il principio di dua- 
lità dello spazio. 

5. Ora se da una figura qualunque 2 dello spazio si passa 
ad un'altra 2' con un numero finito di omologie dello spazio, si 
viene ad ottenere fra gli elementi delle due figure una corrispon- 
denza univoca, che ha tutte le proprietà della corrispondenza 
projettiva. Cosi da un pentagono ABCDE di 2 si passa ad un 
pentagono AB* CD E* di 2' in modo che hanno luogo le rela- 
zioni (I) di projettività, essendo M un sesto punto di 2 ed M* 
il suo corrispondente in 2'. 
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Correlativamente se afi/ie è un pentaedro di 2, ed olfì'y'Sti il 
pentaedro corrispondente di 2', e f* un piano qualunque di 2 non 
contenente il vertice «/3y, e p! il corrispondente in 2', avranno 
luogo le relazioni di projettività 

«0 (VW A *'/3' (/Wfi ) 
(I)' { /3y («Ap) X fa' (« *«V) 

ya (/3&p) 7^ /«' {$$8(1) 

le quali servono a costruire per ogni piano p di Z il suo corri- 
spondente in 2': essendo dati i due pentaedri corrispondenti. 

Le relazioni (I) di projettività e le (I)' ci dicono adunque: 

Avendosi nello spazio una corrispondenza omografica si passa 
sempre, ed in infinite maniere, da una figura qualunque 2 alla sua 
corrispondente 2' con un numero finito di omologie dello spazio. 

Od in altri termini: 

Due figure omografiche dello spazio possono essere definite quelle 
figure che si ottengono Yuna dall'altra, elemento per elemento, con un 
numero finito di omologie dello spazio. 

Inoltre: 

Una corrispondenza omografica delio spazio è determinata quando 
siano dati due pentagoni due pentaedri corrispondenti. 

Ed anche: 

Una omografia dello spazio è determinata, quando siano date 
due stelle A, B riferite projettiv amente e rispettivamente ad altre 
due stelle A 1 , B'; in modo che le due coppie di stelle projettive ab- 
biano in comune i fasci AB, A'B' di piani corrispondenti. 

E correlativamente: 

Una omografia è determinata da due piani a, (ì riferiti projet- 
tivamente e rispettivamente ad altri due piani al, fi ; in modo che 
alla punteggiata a/3 corrisponda nei due piani, ed allo stesso modo, 
la punteggiata u'ft. 

Da uhimo è bene ritenere che: 

In un' omografia ad una quadrica S (2 > a punti ellittici ed iper- 
bolici corrisponde una quadrica S' (2) analoga, in modo che ad un 
punto ed al relativo piano tangente dell'una quadrica corrisponde 
un punto ed il relativo piano tangente dell'altra. 
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Ed in generale: 

Ad una forma elementare del 2.° ordine corrisponde una forma 
elementare di 2.° ordine proiettiva alia prima. • 

Inoltre anche per l'omografia dello spazio hanno evidente- 
mente luogo i teoremi: 

Due figure omografiche ad una ter%a sono omografiche fra loro. 

O più generalmente: 

Due figure sono omografiche se lo siano ad altre due figure omo- 
grafiche fra loro. 

Dicendo al solito unito ogni elemento che in una data cor- 
rispondenza omografica coincide col suo corrispondente, risulta 
subito : 

Se due figure projettive hanno un pentagono od un pentaedro 
unito le due figure sono congruenti, cioè 'ogni elemento dilV una 
figura coincide col suo corrispondente nell'altra. 

6. Una corrispondenza omografica che abbia un quadrilatero o 
un quadrangolo piano unito; oppure un angolo quadrispigolo o te- 
traedro unito è un* omologia. 

Infatti nel primo caso l'omografia ha evidentemente, per ciò 
che precede, il piano it del quadrangolo o del quadrilatero che è 
composto di elementi tutti uniti. Segue subito allora che due trian- 
goli AB C, A'B'O fra loro «corrispondenti sono prospettivi e il 
centro di omologia è l'intersezione = A A' . BB 1 di due rette 
che congiungono due coppie AA\ BB f di punti corrispondenti. 
Dunque variando comunque una coppia di vertici corrispondenti 
a descrivere le varie coppie di punti corrispondenti dell'omografia, 
il centro di prospettiva sarà sempre il medesimo, cioè la cor- 
rispondenza projettiva sarà un'omologia di centro e di piano ir. 
Correlativamente si dimostra il secondo caso. 

7. È chiaro poi che un tetraedro AB CD di elementi uniti ed 
una coppia M, Af ? di punti corrispondenti, anche che la retta MM' 
seghi alcuno spigolo del tetraedro, determinano un'omografia dello 
spazio; poiché, come si è fatto a pag. 313, si può passare dal 
pentagono ABCDM al pentagono ABCDM 1 con un numero finito 
di omologie solide; e, per le relazioni già notate di projettività, 
la corrispondenza omografica è determinata cogli elementi 'dati; 
cioè è unico e determinato e si può costruire il corrispondente 
di ogni altro dato elemento. 
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§ 2. Della corrispondenza lineare reciproca dello spazio. 

1. Si dice corrispondenza Untare reciproca una corrispondenza 
tale che: 

a) Ad ogni punto M dello spazio corrisponde un piano (t, , 
sen^a eccezione, in modo che; 

b) Ad un punto M situato in un piano p corrisponda un 
piano f* f contenente il punto M f corrispondente al piano fi; o, ciò 
che è lo stesso, (come si vedrà fra poco); 

e) Ad un punto M di una retta g corrisponda un piano (a, 
contenente una retta g f corrispondente di g. 

È chiaro appunto che se ha luogo la proprietà b) ha luogo 
la e). Infatti se il punto M percorre una retta g intersezione di 
due piani a, /3, il piano (*, corrispondente ruoterà intorno ai punti 
A v B t corrispondenti ai piani a, (i. Viceversa alle rette di un piano, 
per la proprietà e), corrisponderanno tante rette che a due a due 
sono in un piano senza essere tutte nello stesso piano; epperò 
tali rette passeranno tutte per uno stesso punto corrispondente 
al piano delle rette g. 

2. Due sistemi fì, li, che si deducono l'uno dall'altro col 
principio di corrispondenza, ora enunciato, sono anche due sistemi 
correlativi: cioè due sistemi che si trasformano l'uno nell'altro 
col già enunciato principio di dualità nello spazio. 

Per le definizioni date ora e per le cose dette sulle forme 
fondamentali di 2.* specie riferite fra loro reciprocamente risulta 
subito : 

a) Ad una forma fondamentale di i. a specie di fì, corri- 
sponde una forma fondamentale di i. a specie di O, proiettiva aliti 
prima; 

b) ad una forma fondamentale di 2. a specie di O corrisponde 
in Q, una forma fondamentale di 2* specie riferita reciprocamente 
alla prima; 

e) Ad una forma elementare di 2. ordine di il corrisponde 
una forma elementare di 2. ordine di Ci l proiettiva alla prima; 

d) Ad una quadrica 8® del sistema O corrisponde una qua- 
drica S t W di Q,, corrispondendo ai punti di &W i piani tangenti 
di S/*>; e viceversa. 



i 
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3. Ad un pentagono ABCDE di Q corrisponde in Cì t un pen- 
taedro *fi x y x ifi v Se con M indichiamo un altro punto qualunque 
di Q, e con p, il suo piano corrispondente in Q t ; avremo: 

/ AB (CDEM) A *A (7AVJ 
(I) \ BC(ADEM)hfi ì7 ,(*fatà 

CA (BDEM) A ?,«, (/3AV0- 

Queste relazioni di projettività servono a costruire il piano p, 
di d t corrispondente al punto M, dato in Ci fuori della faccia ABC 
del pentaedro ABCDE dato insieme al pentaedro corrispondente 

4. Possiamo ora passare da un pentagono ABCDE dello spazio 
ad un pentaedro <* t (ì t y t d l e l con un numero finito di omologie so- 
lide ed un sistema polare rispetto ad una quadrica dello spazio 
stesso. Infatti il pentaedro «,^7^*, si trasformerà col sistema po- 
lare nominato in un pentagono A t B t C t D^E v Ora, per un teorema 
dato a pag. 315, passeremo, con un numero finito di omologie 
sòlide, dal pentagono ABCDE al pentagono AJi x C A D x E t \ epperò 
passeremo anche, nel modo voluto, dal pentagono ABCDE al pen- 
taedro a t j3 t 7 t d t ff,. 

Se ora trasformiamo un sistema Q in un sistema Ci' con un 
numero finito di omologie solide; e trasformiamo poscia SV in 
un sistema Cl t col mezzo di un sistema polare rispetto ad una 
quadrica dello spazio, allora i sistemi CI, Cì t hanno evidentemente 
tutte le relazioni che hanno fra i loro elementi due sistemi re- 
ciproci. 

Brevemente resta determinata una corrispondenza lineare re- 
ciproca nello spazio se trasformiamo lo spazio S, in se stesso 
con un numero finito di omologie solide; indi lo trasformiamo 
di nuovo in se stesso con un sistema polare rispetto ad una qua- 
drica. D'altra parte, tanto in una corrispondenza reciproca, come 
è stata definita senza l'intervento dell'omologia e del sistema po- 
lare, quanto in quella che si ottiene coli' omologia e col sistema 
polare, dato un pentagono ABCDE ed il corrispondente pentaedro 
a fi i 7 ì d ì e t si può per ogni punto M costruire allo stesso modo il 
suo piano corrispondente fx, , perchè in tutti due i casi hanno 
luogo le relazioni (I) di projettività; dunque: 
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Qualunque corrispondenza reciproca lineare dello spazio è il ri- 
sultato di un numero finito di omologie solide e di un sistema po- 
lare rispetto ad una quadrica; e lo è in infinite maniere diverse. 

5. Dalla costruzione stessa di una corrispondenza reciproca 
risulta adunque evidentemente: 

Una corrispondenza lineare reciproca di spazio t determinata 
quando sia dato un pentagono gobbo ed il relativo pentaedro corri- 
spondente. 

Osserviamo poi che in una corrispondenza reciproca sono cor- 
rispondenti fra loro due elementi che si determinano reciproca- 
mente colle stesse costruzioni, cioè con omologie solide ed un 
sistema polare rispetto ad una quadrica dello spazio. Possiamo 
dunque dire : 

Una corrispondenza reciproca è determinata quando sia dato un 
pentagono gobbo ABCDE ed un pentaedro oLfijfaj essendo fissate 
inoltre le faccie 0L l Q x y ì i x e ì del pentaedro che si debbono ordinata- 
rnented edurre dai vertici A, B, C, D, E del pentagono, colle costru- 
zioni indicate. 

6. Risulta inoltre facilmente: 

Due sistemi 2, 2 r reciproci ad un ter^o 2| sono fra loro pro- 
gettivi. 

Ed anche: 

Due sistemi 2, 2 t rispettivamente projettivi a due sistemi 2 , 2'» 
fra loro reciproci sono sistemi riferiti fra loro reciprocamente; e due 
sistemi reciproci a due altri sistemi fra loro projettivi sono fra loro 
projettivi. 

7. Siano 2, 2, due spazi reciproci , se ad un punto M di 2 
corrisponde in 2 f un piano fi ì passante per M, allora ai punti N t 
del piano p, di 2,, ed in particolare al punto Af considerato come 
punto di 2, , vi corrisponderanno piani passanti tutti per M. Cioè : 

Se un punto M di 2 gode della proprietà di appartenere al suo 
piano corrispondente f*, in 2 f ; questa stessa proprietà compete al 
punto M considerato come punto di 2,. 

Volendo noi prescindere, per ora, dal caso in cui ad ogni 
punto corrisponda un piano passante pel punto stesso, avremo 
adunque un sol luogo S^ di punti M che giacciono nei loro piani 
corrispondenti, a cui corrisponderà un inviluppo 2^ di piani [i 
che contengono i loro punti corrispondenti sia in 2 che in 2 r 

Aschirri , Geometria projéttiva. ti 
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Ora il luogo S (2 * è una quadrica; perchè, intanto, se sopra una 
retta vi sono tre punti del luogo, allora tutti i punti della retta 
sono punti del luogo. 

Di più i punti di S (2) situati in un piano arbitrario dello spazio 
formano in generale una conica (vedi pag. 289) ; e due coniche 
di S< 2 ) hanno due punti in comune nella intersezione dei loro 
piani. Ora se assumiamo un punto del luogo fuori di due coniche 
di esso, aventi due punti in comune, per il punto preso e per le 
due coniche conducendo una quadrica, questa è necessariamente il 
luogo stesso S (2) . Dunque l'inviluppo corrispondente Z< 2) sari un 
inviluppo di 2.» classe. Nel caso particolare che 8^ sia un cono, 
2<*) sarà una conica inviluppo. 

§ 3. Delle corrispondenze reciproche inwolutorie dello spazio* 

1. Due sistemi Q, Q, dello spazio fra loro reciproci, si diranno 
in involuzione o in corrispondenza reciproca involutoria se ad un 
punto qualunque M sia considerato punto di £1 che di Cì t vi cor- 
risponde sempre il medesimo piano (* à . Due sistemi reciproci in 
involuzione si diranno anco formare un sistema polare di spazio; 
dicendo sistema polare quel sistema costituito da ogni punto dello 
spazio a cui sia aggiunto il relativo piano corrispondente; e terremo 
per esso le stesse definizioni che abbiamo tenute nel sistema po- 
lare rispetto ad una quadrica dello spazio; cosi diremo piano polare 
di un punto il piano corrispondente al punto; e viceversa il punto 
sarà detto il polo del piano ; saranno detti conjugati due punti di 
cui il piano polare dell'uno passa per l'altro, ecc. 

E così in generale diremo figure polari reciproche le figure 
che si deducono l'una dall'altra in una corrispondenza reciproca 
involutoria. 

2. Vogliamo ora studiare una corrispondenza reciproca invo- 
lutoria speciale la cui esistenza è data dal seguente teorema: 

Un quadrangolo ABCP del piano it ed un angolo tetraedro afty* 
della stella P, situati in modo che le f accie afiy dell'angolo tetraedro 
passano rispettivamente per i vertici A, B, C del quadrangolo sono 
fra loro corrispondenti in una determinata corrispondenza reciproca, 
necessariamente involutoria, dello spazio, nella quale ad ogni punto 
corrisponde un piano passante pel punto stesso; ed in particolare ai 
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vertici A, B, C, P del quadrangolo corrispondono ordinatamente i 
piani *,&,}, 7r. 

Infatti la stella P ed il piano ir sono riferiti fra loro recipro- 
camente in modo determinato dalle quattro coppie: 

A*, 5/3, C/, Ptt 

di elementi corrispondenti. 

Ora ai raggi AP, £P, CP corrispondono rispettivamente nella 
stella P i raggi stessi; dunque ad ogni altro raggio del fascio Pdel 
piano ir corrisponde il raggio stesso; e quindi ad ogni punto M 
del piano tt corrisponde un piano f* della stella P passante per M; 
come accade per i punti A 9 B, C, P. 

Inoltre osserviamo subito che, se esiste una corrispondenza 
reciproca tale che ad ogni punto M corrisponda un piano /x, 
passante per Àf, la corrispondenza è necessariamente involutoria; 
perchè ai raggi situati in p, e passanti per M corrispondono i 
raggi stessi (vedi n.o 7, § 2). Segue da ciò che ad un punto qua- 
lunque Q fuori del piano n dovrà corrispondere il piano x c ^e 
projetta da Q la retta r del piano n reciproca al raggio QP della 
stella P; ed in questo modo si ha appunto una corrispondenza 
univoca senza eccezione fra i punti ed i piani dello spazio, che 
è una corrispondenza involutoria lineare reciproca; perchè se x 
è il piano corrispondente al punto Q ed R un punto preso sul 
piano x» allora la retta del piano n corrispondente al raggio RP 
della stella P dovrà passare pel punto ove la retta RQ sega il 
piano tr, ossia la retta ttx; quindi il piano corrispondente al 
punto R dovrà contenere la retta RQ, cioè: 

Come ai punti del piano n, così in generale ai punti di un piano 
X corrispondono colle costruzioni piani che passano tutti pel punto 
Q, a cui corrisponde il piano stesso x- 

La corrispondenza ora costruita determinata per essere fra 
loro corrispondenti la stella P ed il piano 7t, è lineare reciproca 
necessariamente involutoria, ossia ad ogni punto Q corrisponde 
un unico piano; ed in generale, se immaginiamo di un sistema Ci 
il suo corrispondente Q,, ad ogni elemento comune ai due sistemi 
corrisponde sempre il medesimo elemento, sia che l'elemento as- 
sunto si consideri appartenente all'uno o all'altro dei due sistemi 
stessi. 



324 GEOMETRIA PROJETTIVA. 

Diremo sistema-nullo il sistema polare di spazio ora gene- 
rato pel quale ogni punto Q ha per piano polare un piano x P as " 
sante pel polo stesso Q del piano. 

Ogni retta di un piano % passante pel polo Q del piano ha 
per polare reciproca se stessa e si dice un raggio direttore del si- 
stema nullo. Ogni retta a di un piano x non passante pel polo Q 
del piano stesso ha per polare reciproca una retta a 9 che non taglia 
la prima cioè: due rette polari reciproche in un sistema nullo 
coincidono non si tagliano. 

3. I raggi direttori di un sistema nullo Ci formano adunque 
una serie speciale di rette dello spazio, tale che: 

Le rette di che passano per un punto Q. costituiscono un fascio; 
ed un fascio di raggi lo costituiscono pure le rette di che si tro- 
vano in uno stesso piano x« 

Per tali proprietà la serie si dice un complesso di i. # grado. 

4. Studieremo particolarmente più avanti la serie dei raggi 
direttori; per ora basta ritenere: 

Se un raggio direttore di un sistema nullo Ci incontra una retta 
a, che non sia un raggio direttore del sistema, ne incontra la sua 
polare a'. 

Ed anche: 

Ogni retta che sega due rette a, a' fra loro polari reciproche è 
un raggio direttore del sistema nullo. 

Due coppie aa', bb' di rette polari reciproche di cui le rette del- 
l'una coppia non segano quelle dell'altra sono generatrici di uno 
stesso sistema in una quadrica gobba 8W, di cui le generatrici del- 
l'altro sistema sono raggi direttori del sistema nullo. 

Ed anche : 

Tre raggi direttori che a due a due non si tagliano sono gene- 
ratrici di uno stesso sistema in una determinata quadrica gobba, 
della quale le generatrici di quel sistema sono, come le date, raggi 
direttori del sistema-nullo; e le generatrici dell'altro sistema sono 
rette a due a due polari reciproche nel sistema nullo ; e che formano 
quindi le coppie di rette coniugate di una stessa involuzione, la quale, 
se è iperbolica, ha per raggi doppi due raggi direttori, ed i soli con- 
tenuti in quel sistema di generatrici della quadrica. 

Infatti ad una serie rigata r& 9 cioè ad un sistema r<*> di gene- 
ratrici di una quadrica S^, è polare reciproca una serie rigata r,W 
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projettiva alla prima; ma se r^ è data da tre raggi direttori, al- 
lora rtt>, r f W sono projettive e sovrapposte, ed hanno, in quei raggi 
direttori, tre elementi uniti epperò sono congruenti, cioè ogni altra 
retta di r&> è un raggio direttore. Nell'altro sistema d di genera- 
trici della quadrica, non vi possono essere tre raggi direttori, 
cioè il sistema stesso d<® non può essere composto di raggi di- 
rettori. Perchè se ciò fosse i piani polari in Ci dei punti di una 
conica della quadrica S< 2) , che contiene rW e dW, sarebbero anche 
i piani tangenti nei punti stessi ad S (2 >; epperò si taglierebbero 
tutti in un punto fuori del piano della conica che sarebbe il polo 
in Ci del piano stesso della conica, il che è impossibile. Dunque 
in d<® non vi possono essere che al più, due raggi direttori. 
'Un'altra retta d t di d& avrà in Ci la sua polare reciproca d\> 
che apparterrà a dW necessariamente, quindi le rette di d<*> si 
accoppieranno a due a due in rette fra loro polari reciproche; e 
per conseguenza conjugate in una stessa involuzione; i raggi 
doppi della quale, se iperbolica, sono raggi direttori del sistema 
nullo CI, e. d. d. 

L'involuzione delle rette polari reciproche sulla serie rigata 
d& determina il sistema nullo Ci. 

Infatti il piano polare in Ci di un punto P fuori della qua- 
drica S/*\ che contiene dW ed rW, non è altro che il piano 
determinato dalle rette condotte da P ad incontrare due coppie 
di rette conjugate dell'involuzione. 

Se P è un punto della quadrica, allora il piano corrispondente 
non è altro che quello che projetta da P la retta conjugata di 
quella passante per P; ed è il piano tangente in P alla quadrica, 
se P è un punto di un raggio doppio dell'involuzione. 

5. Viceversa poi data in una serie rigata d<*> un'involuzione I 
(iperbolica o ellittica), essa determina un sistema nullo, nel quale 
le coppie di rette conjugate della involuzione sono coppie di rette 
reciproche. 

Infatti, come abbiamo già notato a pag. 220, l'involuzione I 
determina una corrispondenza univoca senza eccezione fra i punti 
e i piani dello spazio in modo che ad ogni punto corrisponde un 
piano passante pel punto. Questa corrispondenza è poi necessa- 
riamente lineare od involutoria, cioè ai punti di un piano x cor- 
rispondono piani che passano pel punto Q, a cui corrisponde il 
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piano stesso x- Basta infatti prendere tre punti A, B 9 C sopra tre 
rette di d&\ per ciascuno dei quali passerà una retta della serie 
rigata fW delle direttrici di dW; e le tre rette di rW determine- 
ranno rW stesso e d®; ossia la quadrica S ( *> che contiene r^ e 
d&h Inoltre i punti A, B, C determinano certamente un piano 
ABC—n; e se indichiamo con a, /3, 7 i piani che projettano 
rispettivamente da A, B, C le rette di d <*> conjugate a quelle che 
passano per A> B 9 C, allora i tre piani s'incontreranno in un 
punto P del piano ir; e le quattro coppie Aa> 2?j3, Cy, Pn sono 
quattro coppie di elementi corrispondenti in un determinato si- 
stema nullo, pel quale l'involuzione data su dW è formata di 
coppie di rette polari reciproche nel sistema stesso. 

6. Ogni quadrica S <*> che contenga uu sistema r W di genera- 
trici formato di raggi direttori di un dato sistema nullo ft, è de- 
terminata da due coppie di rette polari reciproche rispetto ad fì; 
quindi per ogni sistema nullo possiamo concepire infinite qua- 
driche S (2) in cui l'involuzione I formata in esse dalle rette po- 
lari reciproche è positiva ossia iperbolica, ed infinite pure in cui 
l'involuzione stessa I è negativa, ossia ellittica. 

Ogni retta che tagli due rette conjugate dell'involuzione è un 
raggio direttore del sistema nullo. Pertanto, se l'involuzione I è 
ellittica, la serie dei raggi direttori è la totalità delle rette che 
segano le varie coppie di raggi conjugati dell'involuzione stessa. 

In ogni caso un raggio direttore che seghi due rette coniu- 
gate dell'involuzione ha per polare reciproca rispetto ad 8® una 
retta che sega le due rette conjugate stesse; cioè un raggio di- 
rettore. In generale quindi un raggio direttore ha sempre per 
polare reciproco, rispetto ad S^, un altro raggio direttore. Infatti 
se Q è il polo in O del piano x> allora prendiamo due raggi di- 
rettori che segano due coppie di rette conjugate dell'involuzione I. 
I due raggi direttori avranno per polari reciproci ad S® due altri 
raggi direttori che giaceranno nel piano x' polare di Q rispetto 
ad S w ; e che si taglieranno nel punto j2', polo di j£ in Ci. Dunque 
Q sarà il polo di x rispetto ad S W, cioè : Un punto Q ed il suo 
piano polare % in Ci, hanno per polare reciproco, rispetto ad 8®, 
un piano x *d il suo polo Q! in Ci: 

Dunque: 

La serie dei raggi direttori di un sistema nullo Ci ha per 
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polare reciproca se stessa rispetto ad ogni quadrica 8 W che contenga 
un sistema di generatrici formato da raggi direttori del sistema 
stesso. 

7. Di qui segue ancora che per ogni punto Q dello spazio 
passa una retta QQ che ha per polare reciproca la stessa retta 
XX' sia rispetto alla quadrica S^ che rispetto al dato sistema nullo 
Ci. Ed in ogni piano x dello spazio giace una retta xx' c ^e ha 
per polare reciproca rispetto ad S® e rispetto ad O la stessa 
retta QQ'. 

La retta QQ passante per un punto Q non è altro che Tasse 
dell'involuzione che si ottiene nei piani tangenti al cono circo- 
scritto alla quadrica S< 2) di vertice Q, quando da Q si projettano 
le coppie di rette conjugate dell' involuzione I di rette polari reci- 
proche in fi appartenenti ad S<*>; perchè QQ' e la retta polare 
del piano x rispetto al cono circoscritto ad S^ avente il vertice 
in Q. Correlativamente la retta Xx' situata in un piano x è Tasse 
dell'involuzione I' di punti sulla conica in cui il piano x sega I. 

Abbiamo cosi una serie X a di rette speciali che sono a due 
a due polari reciproche sia rispetto aS^, che in ft. 

Se l'involuzione I è iperbolica, ed e,f ne sono le rette doppie, 
allora la retta di 2 t passante per un punto Q dello spazio è 
quella condotta per Q ad incontrare e,/; perchè la retta xx' 
polare reciproca di quella QQ 9 che passa per (2, sega le e 9 f nei 
punti di contatto dei piani tangenti ad 8® condotti per QQ 1 ; ep- 
però la retta QQ> come la sua polare xx'> si appoggia alle due 
rette e> /; ed è quindi la retta condotta per Q ad incontrare e 9 f. 

In ogni caso è chiaro che la serie rigata rW situata in S®, 
formata da raggi direttori del sistema nullo, è formata pure di 
rette di 2,. 

Osserviamo inoltre che costruendo di ogni punto Q il rela- 
tivo piano polare x' rispetto alla quadrica S (,J , indi il polo Q' di 
questo piano in ft, oppure prendendo di un punto Q il piano 
polare x in li ed il polo Q f di x rispetto alla quadrica, allora i 
punti Q y Q e i piani x* x' sono coppie di punti e di piani corri- 
spondenti in una determinata corrispondenza omografica involti- 
torta dello spazio, dicendo involutoria un'omografia dello spazio 
per la quale un punto comune a due figure omografiche abbia uno 
stesso corrispondente sia considerato dell'una che dall'altra figura, 
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nelle quali le rette di 2* sono rette unite; cioè ad ogni punto Q 
di una retta g di 2, corrisponde nell'accennata omografia CV un 
punto della retta stessa; e cosi ad ogni piano x passante per una 
retta g di 2* corrisponde un piano x' passante per la retta stessa. 

Nell'omografia CI 1 sono corrispondenti fra loro le coppie di 
rette conjugate dell'involuzione I sulla rigata d& di 8 W . 

Se I è iperbolica le rette doppie e,f di essa sono luoghi di 
punti uniti di Ci 1 ed inviluppi di piani pure uniti. 

Inoltre allora ogni coppia QQ e x/ di punti e di piani corri- 
spondenti in Ci è divisa armonicamente dalle rette e y f; cioè i 
punti QQ 9 sono divisi armonicamente dai punti ove la retta QQ f 
taglia le rette doppie; e cosi due piani corrispondenti x> X* sono 
divisi armonicamente dai piani che projettaao da /x'ie rette doppie 
stesse. 

È chiaro che nella corrispondenza omografica O' ad un raggio 
direttore del sistema nullo corrisponde pure un raggio direttore. 
Inoltre il sistema 2 t delle rette unite è tale che le rette di 2 t 
che si appoggiano ad una retta g presa ad arbitrio nello spazio, 
formano una serie rigata, cioè un sistema gW di generatrici di 
una quadrica gobba; di cui l'altro sistema d % W k formato da rette 
che, essendo a due a due corrispondenti in O', sono rette conju- 
gate di una stessa involuzione. Finalmente osserviamo che due 
punti Q t Q! corrispondenti e due piani corrispondenti x, x' * n CI 9 
non sono altro che coppie di punti e di piani conjugati rispetto 
alla quadrica 8^, che contiene l'involuzione 1 delle rette polari 
reciproche nel sistema nullo Ci. 

8. Abbiamo già visto che un'involuzione iperbolica od ellittica 
in un sistema dW di generatrici di una quadrica 8 W determina 
un sistema-nullo. Se in dW fosse data un'involuzione parabolica, 
di cui s sia l'elemento doppio, allora la totalità delle rette che 
segano le varie coppie di rette conjugate dell'involuzione è quella 
delle rette che si appoggiano alla retta s. D'altra parte delle rette 
stesse per ogni punto Àf dello spazio ne passano infinite, che for- 
mano il fascio M del piano /*, = Ms; e in ogni piano p dello 
spazio le rette in discorso vi formano un fascio di centro ps = M t . 

Possiamo quindi dire che in questo caso è determinata una 
corrispondenza reciproca singolare, per cui i piani /x, e i punti Af, 
della retta 5 sono piani e punti eccezionali in quanto che a eia- 
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scuno di quei piani corrispondono i vari loro punti; ed a ciascun 
punto di s corrispondono i vari piani passanti pel punto stesso. 
Ogni retta dello spazio ha per polare reciproca la retta s. I raggi 
direttori del sistema-nullo speciale ora considerato sono adunque 
le rette che si appoggiano ad s; che si dicono costituire un com- 
plesso di i.° grado speciale di cui j ne è l'asse. 

In generale è bene notare da ultimo che, in un sistema-nullo 
generale: 

Un poligono gobbo completo ed un poliedro completo fra loro pò- 
lari reciproci nel sistema-nullo sono ad un tempo fra loro inscritti 
e circoscritti; cioè i vertici e le f accie dell* uno giacciono nelle f accie 
e passano per i vertici dell* altro. 

9. Consideriamo ora il caso generale in cui in due sistemi 
reciproci il, Q, e che noi vogliamo anche in involuzione, ad un 
punto qualunque non corrisponda in generale un piano passante pel 
punto stesso, cosicché se esiste uno di tali punti, ne esiste un 
luogo che è necessariamente una quadrica 8®. 

Inoltre, pel teorema del n. 6 6 § 2 e della pag. 318, osser- 
viamo che: 

Due sistemi Ci, CI, riferiti fra loro reciprocamente) sono in invo- 
luzione^ quando esista un pentaedro che sia considerato appartenente 
ad Ci che ad Ci % abbia per corrispondente lo stesso pentagono gobbo. 

10. Ma è bene notare che: La condizione necessaria e suffi- 
ciente affinchè due sistemi reciproci CI, Ci t formino un sistema po- 
lare, ossia siano in involuzione, è data anche dall'esistenza di un 
tetraedro A tale, che i vertici del tetraedro considerati come punti 
delVun sistema Ci abbiano rispettivamente per corrispondenti nel- 
l'altro Cì t le f accie opposte. 

Infatti, la condizione è necessaria, perchè dati due sistemi re- 
ciproci in involuzione è chiaro che possiamo concepire infiniti 
tetraedri dell' un sistema, tali che ai vertici corrispondono nel- 
l'altro sistema le faccie opposte. Di più la condizione è sufficiente; 
perchè se sia AB CD = A un tetraedro di O tale, che ai vertici 
A, B 9 C 9 D corrispondinp in Ci x le faccie opposte: 

BCD = « V CDA = P t , DAB = y v ABC = i %y 

segue allora che i vertici del tetraedro considerati come punti 
di Q, hanno ancora per corrispondenti in CI le faccie opposte. 
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Di più, per ciò che si è detto a pag. 277, in ogni faccia di A 
è determinato un sistema polare, nel quale ogni punto M della faccia 
stessa del tetraedro ha per polare reciproca la retta in cui il piano 
corrispondente al punto M sega la faccia stessa. Di qui segue 
adunque che ciascun punto di una faccia qualunque di a, sia che 
si consideri punto di fi che di O t , ha lo stesso piano corrispon- 
dente. Se ora assumiamo un punto qualunque M fuori delle faccie 
di A questo punto avrà lo stesso piano corrispondente in O e 
in Ci v Infatti alle rette MA, MB, MC, MD corrispondono sempre 
le stesse rette in Ci e in Ci i9 epperò anche al punto M corri- 
sponderà lo stesso piano che contiene le corrispondenti delle rette 
nominate. 

Di qui segue immediatamente che: 

Un sistema polare di spazio è determinato quando ne sia dato 
un tetraedro ai cui vertici corrispondono rispettivamente le faccie op- 
poste; ed un punto fuori delle faccie del tetraedro a cui corrisponda 
un piano dato non passante per alcun vertice del tetraedro. 

Infatti con tali dati è determinata una corrispondenza reciproca, 
perchè di essa è dato un pentagono ed il pentaedro corrispon- 
dente ; e di più la corrispondenza cosi determinata è involutoria 
per il teorema precedente. 

§ 4. Omografie fnvofutort'e. 

1. Se Q, Ci 1 sono due figure corrispondenti in una data cor- 
rispondenza omografica dello spazio, allora in generale, ad un 
punto M dello spazio considerato come appartenente ad Ci e poi 
ad Ci' corrispondono due punti distinti M 1 , M Q . Se il punto M 
varia a descrivere lo spazio, i punti M! ed Af variano corrispon- 
dentemente e sono coppie di punti corrispondenti in un'altra cor- 
rispondenza omografica. Se quindi accade che in due forme projet- 
tive Ci, Ci' dello spazio ad un pentagono gobbo (o pentaedro) 
sia considerato come appartenente all'una che all'altra forma cor- 
risponde sempre il medesimo pentagono gobbo (o pentaedro) al- 
lora questa proprietà ha luogo per tutti i punti; cioè resta de- 
terminata nello spazio una corrispondenza omografica tale che 
ogni elemento ha sempre il medesimo corrispondente sia che 
si riguardi appartenente all' una figura Ci o alla sua corrispon- 
dente Ci 9 . 
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La corrispondenza omografica in tal caso è involutoria (vedi 
pag. 327) e due figure fl, IV fra loro corrispondenti si diranno 
figure omografiche in involuzione; e si dirà anche che nelle due fi- 
gure gli elementi si corrispondono in doppio modo. 

In una corrispondenza omografica involutoria risulta subito: 



Ogni retta che congiunge due 
punti corrispondenti è una retta 
unita; e su di essa le coppie di 
punti corrispondenti sono coppie 
di punti coniugati di una stessa 
involuzione ellittica od iperbolica. 



Ogni retta intersezione di due 
piani corrispondenti è una retta 
unita; e intorno ad essa le coppie 
di piani corrispondenti vi for- 
mano le coppie di piani coniu- 
gati di una stessa involuzione el- 
littica od iperbolica. 
Infatti (a sinistra) se M 9 M! sono due punti corrispondenti 
nella data omografia involutoria A alla retta MMf corrisponde la 
retta M'M, dunque, ecc. La involuzione poi su MM f è ellittica 
od iperbolica, poiché ora vogliamo considerare soltanto le corri- 
spondenze projettive non singolari; quindi escludiamo il caso che 
l'involuzione sia parabolica. 

2. In generale se l'involuzione di punti corrispondenti è el- 
littica per una retta unita r lo è per tutte le altre. Infatti se 
N, N 1 è una coppia di punti corrispondenti fuori della retta r la 
retta unita NN* = r 1 non può tagliare la r, altrimenti rr 1 sarebbe 
un punto unito e l'involuzione su r sarebbe iperbolica. 

Se ora l'involuzione su r 1 fosse iperbolica, projettando da un 
punto doppio la retta r si otterrebbe un piano unito nel quale 
le coppie di punti corrispondenti formerebbero le coppie di punti 
corrispondenti di una determinata omologia armonica di cui r o 
dovrebbe essere l'asse di omologia o passare per il centro di essa, 
il che è impossibile per l'ipotesi fatta. Inoltre due piani corri- 
spondenti «, a' si tagliano in una retta unita aaf = r, ed intorno 
a quella retta l'involuzione dei piani corrispondenti è necessaria- 
mente ellittica, perchè se fosse iperbolica allora la retta unita ad 
conterrebbe pure punti uniti; il che è contro l'ipotesi. 
Concludiamo adunque: 

Se sopra una retta unita V involuzione di punti corrispondenti 
è ellittica, lo è sopra tutte le altre rette unite; e V omografia invo- 
lutoria non ha alcun punto né alcun piano unito (o per le defini- 
zioni date) infinite coppie di punti e infinite coppie di piani uniti 
immaginari. 
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Le rette unite, cioè le rette che congiungono le varie coppie di 
punti corrispondenti, o che sono le intersezioni delle varie coppie di 
piani corrispondenti , formano un sistema speciale 2, di rette dello 
spazio tale che: 

i.° Due qualunque rette del sistema non si tagliano. 
2.° Per ogni punto dello spazio passa una ed una sola retta 
del sistema 2 9 ; e in ogni piano dello spazio ve ne ha pure una sola. 
3. Tre rette unite sono generatrici di uno stesso sistema r& 
in una determinata quadrica gobba 8^ e nell'altro sistema d& di 
generatrici è individuata una involuzione I necessariamente ellittica, 
e formata di coppie di rette corrispondenti nella considerata omo- 
grafia involutoria 0. 

3. Sia M un punto qualunque dello spazio fuori della qua- 
drica 8^. Le rette condotte da M a tagliare le varie coppie di 
raggi conjugati dell'involuzione I sulla rigata d& sono in un 
piano; e sono anche le rette in cui si tagliano le coppie di piani 
che projettano da M le coppie di rette con jugate dell'involuzione 
stessa. Consideriamo una coppia a, a, di tali piani, che si segano 
nella retta /, la quale taglia nei punti A 9 A t la coppia a, a! di rette 
conjugate dell'involuzione I. Allora i piani a, a p ossia Ma, Ma', 
sono piani tangenti ad S< 2 >, e i loro punti di contatto siano A\, A 1 . 

Ora per A\ passerà una retta unita dell'omografia posta in 
S< 2 ), cioè una retta di r^, la quale dovrà tagliare la retta af nel 
punto A f : cioè A v A\ sono punti corrispondenti nella data omo- 
grafia 6 involutoria. Egualmente sono punti corrispondenti A> A 1 ; 
onde segue che alla retta a«, = AA X corrisponderà la retta A f A\. 

Quindi alle rette che passano per M seganti le varie coppie 
di rette conjugate di I corrisponderanno le rette analoghe pas- 
santi pel punto Af corrispondente di A4 in 6, per modo che al 
piano fx delle prime rette corrisponderà il piano f*' delle seconde; 
e di più i punti di contatto dei piani tangenti alla quadrica S (2) 
condotti per M giaceranno in (*'; e viceversa i punti di contatto 
dei piani tangenti condotti per Af giaceranno in p. Cioè p sarà 
il piano polare di Af' e jjl' il piano polare di M rispetto ad S&. 

Quindi : 

Due punti corrispondenti nelV omografia (-) sono poli armonici 
rispetto ad &W e due piani corrispondenti sono dm piani confugati 
rispetto alla quadrica stessa. 
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Ogni retta unita ha per polare reciproca rispetto ad &W una 
retta unita. 

In breve: 

L'omografia considerata non è altro che quella che si costruisce, 
nel modo indicato a pag. $2j , mediante il sistema polare rispetto 
alla quadrica S (2 > ed il sistema nullo individuato dall'involuzione I 
sulla rigata d<*> di S^. 

4. Supponiamo ora che in una data omografia involutoria CI 
l'involuzione I delle coppie di punti corrispondenti sopra una retta 
unita r sia iperbolica, e siano E 9 F i punti doppi che saranno 
punti uniti di CI. Un'altra coppia JV, N 9 di punti corrispondenti 
fuori della retta r darà luogo ad un'altra retta unita NN' — r 9 
che, o segherà la retta r, oppure no. Nel primo caso la segherà 
certamente in uno dei punti E od F> perchè ogni punto comune 
a due rette unite è necessariamente un punto unito. Quindi sulla 
retta r f vi sarà un altro punto unito. Se poi la r f non tagliasse 
la r, projettando la- r* da E o da F si ottiene un piano unito, nel 
quale resta determinata una omologia armonica formata di coppie 
di punti corrispondenti in 11 e in quella omologia r 9 deve conte- 
nere il centro che è un punto unito e tagliare l'asse in un punto 
unito. 

Dunque: Se sopra una retta unita l'involuzione formata dalle 
coppie di punti corrispondenti è iperbolica, lo è pure per tutte le 
altre rette unite. 

5. Ciò posto siano a, a f due piani corrispondenti che si se- 
gano in una retta unita aa? = r. Nel piano a assumiamo un trian- 
golo ABCy a cui corrisponderà in a' un triangolo A'B'O. Le rette 
AA\ BB f > CC 1 saranno rette unite e potranno presentare questi 
soli tre casi: 

i.° Le rette AA f , BB f , CO a due a due si tagliano. 

2. A due a due non si tagliano. 

3. Due di esse tagliano la rimanente. 
Nel primo caso AAP, BB\ CO si tagliano in un punto che 
sarà un punto unito per le rette stesse unite AA\ BB\ CO. Al- 
lora i tre punti uniti 5,, 5 g , 5 S che contengono inoltre rispetti- 
vamente le tre rette, determineranno certamente un piano unito 
5,5,5,; e poiché i piani AOA\ BOB\ COO sono piani uniti in 
ciascuno di essi è determinata una omologia armonica, di cui 
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è il centro e ie rette 5 t S a , S % S t , S t S t ne sono certamente e ne- 
cessariamente gli assi. Cioè, il piano n = 5,5,5, è un piano di 
tutti punti uniti; e la corrispondenza involutoria ft, in questo 
caso non è altro che l'omologia armonica dello spazio di cui 
è il centro e 7r ne è il piano. 

Nel secondo caso le rette AA\ BB 1 , CO determinano un si- 
stema r W di generatrici di una quadrica gobba 8&\ di cui le altre 
generatrici del sistema stesso sono, come le AA' y BB', CO, rette 
unite; e nelle generatrici dell'altro sistema dW di S^ è determi- 
nata un'involuzione I, necessariamente iperbolica, formata dalle 
coppie di rette di d<$ fra loro corrispondenti in O. Se e,f sono 
le rette doppie dell'involuzione I, le rette stesse saranno com- 
poste di punti e di piani uniti. Per avere il corrispondente del 
punto qualunque M basta osservare che la retta condotta da M 
ad incontrare le e,f è una retta unita; ed il corrispondente di M 
non è altro che il conjugato armonico M' di M rispetto ai punti 
ove la retta unita sega le rette doppie e, /. Cioè la corrispondenza 
Q non è altro che quella già ottenuta a pag. 328, quando essendo 
data un'involuzione iperbolica I sopra una rigata d& di una qua- 
drica £(*), si considera il sistema nullo individuato da quella in- 
voluzione ed il sistema polare rispetto ad S^. La stessa omografìa 
involutoria O con due rette e, f di punti e di piani uniti si ottiene, 
nel terzo caso considerato, cioè quando AA\ BB' tagliano CC. 
I punti A A 1 . CO = E> BB 9 . CO = F saranno certamente i punti 
doppi dell'involuzione sopra CO. Quindi indicando con E t9 F t 
l'altro punto doppio rispettivamente delle involuzioni su AA', BB', 
saranno le e = EF % , f '== E t F rette necessariamente composte di 
punti uniti e non poste nello stesso piano; onde anche in questo 
caso abbiamo la corrispondenza involutoria CI con due rette che 
non si tagliano, di punti e di piani uniti. Possiamo quindi dire: 

Le corrispondente omografiche involutorie dello spazio sono V omo- 
logia armonica; ed una corrispondenza projettiva che nasce dalla com- 
binazione di un sistema nullo e del sistema polare di una quadrica 
S^ formata con raggi direttori del sistema nullo stesso; prendendo 
cioè, di ogni piano f* dello spazio il suo polo M nel sistema nullo 
e il suo polo M' rispetto alla quadrica, sono allora M, M 1 due punti 
corrispondenti in una determinata corrispondenza Ci omografica in- 
volutoria dello spazio. 
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E poiché due punti corrispondenti M, M 1 sono dunque poli 
armonici rispetto alla quadrica S (2) , possiamo anche dire in tutti 
i casi: 

Una corrispondenza involutoria omografica dello spazio che non 
sia un 1 omologia armonica contiene una coppia di rette doppie e, f 
reali o immaginarie che non si tagliano, cioè una coppia di rette 
a cui appartengono coppie di punti uniti reali o immaginari. 

Quando le rette doppie costituiscono una coppia di rette im- 
maginarie la corrispondenza omografica si dirà ellittica, ed iper- 
bolica quando invece le rette doppie sono reali. 

6. Da ultimo possiamo considerare anche nello spazio un caso 
singolare limite della omografia involutoria iperbolica quando le 
due rette doppie e, f tendono continuamente a coincidere in una 
sola retta /; ossia quando l'involuzione I data dal sistema d& 
delle generatrici della quadrica gobba S (2) , e che serve a deter- 
minare Tomografia, è un' involuzione parabolica di dW; essendone / 
l'elemento doppio. Le rette unite della corrispondenza non sono 
altro che le rette tangenti :ad S (2) nei punti di / e le generatrici 
dell'altro sistema rW di S^ 2) . Le rette unite stesse costituiscono 
in tal caso un sistema Z g che è il luogo dei fasci di raggi che, 
avendo i loro centri su / e i loro piani passanti per /, riferiscono 
projettivamente fra loro la punteggiata / e il fascio / di piani, 
in modo che al centro 5 di un fascio corrisponde il piano del 
fascio stesso, cioè il piano tangente nel punto 5 alla quadrica. 

Del resto per ogni punto Af dello spazio passa una retta unita; 
il suo punto di contatto con S^ è il punto M 9 corrispondente 
di M. Cioè ad ogni punto M dello spazio corrisponde un punto 
Af' della retta / e ad ogni piano fi corrisponde un piano f*' pas- 
sante per /. La retta / è dunque un luogo di punti e di piani 
singolari. L'omografia involutoria speciale ora considerata si dirà 
perciò omografia involutoria parabolica. 
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CAPITOLO XI. 



Carré gobbe del 3.° ordine. 



§ I. Definizioni e teoremi fondamentali. 



1. Siano date due stelle proiet- 
tive 5, S' e non prospettive, e 
che non abbiano un raggio unito 
e un piano unito in comune, 
sicché il raggio SS 9 della stella 
5 abbia per corrispondente un 
raggio S'H' di 5'; ed il raggio 
S'S di S' abbia per corrispon- 
dente un raggio SH di S. Cosi 
ogni piano a del fascio SS' ab- 
bia per corrispondente in 5' un 
piano a' ed in 5 un altro piano 
<x ; sicché i raggi ua 9> ed aa' co- 
stituiscono una coppia di raggi 
corrispondenti delle stelle pro- 
j etti ve, tali che essendo in uno 
stesso piano a, si tagliano in un 
punto M. Avremo adunque, al va- 
riare del piano a intorno alla retta 
SS', il luogo C® dei punti Af in 
cui si tagliano coppie di raggi 
corrispondenti delle due stelle 
projettive. Al luogo appartengono 
i centri 5 ed S f delle due stelle 
projettive. Chiameremo O 3 ) una 
curva gobba del 3. ordine o 



Siano dati due sistemi piani 
projettivi a, <f non prospettivi e 
che non abbiano nella retta in- 
tersezione un raggio unito, né 
alcun punto unito; sicché alla 
retta ac del piano a corrispon- 
derà in a* una retta otf e a ^ a 
retta aa' di o' corrisponderà in 
a un'altra retta ox- Og n * punto 
Af di <*/ avrà altresì in e il suo 
corrispondente M' e in a il suo 
corrispondente M t . LeretteMÀf r 
MNP saranno rette che, essendo 
fra loro corrispondenti in o, a*, si 
tagliano, ossia sono in un piano 
(a. Avremo adunque al variare del 
punto M sulla retta oo', il luogo 
r< 8 ) dei piani p. costituiti dalle 
coppie di rette che, essendo fra 
loro corrispondenti in otf 9 si ta- 
gliano. Al luogo T® apparten- 
gono adunque i piani a, e/. Il 
luogo stesso sarà detto un fascio 
gobbo di piani di 3/ classe; od 
anche una sviluppabile-invi- 
luppo di 3.* classe. 



brevemente una cubica gobba. 

Il luogo C® è a dirsi una curva gobba di 3/ ordine, perché 
é evidentemente uno spazio di una dimensione e tale che quattro 
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punti del luogo non possono essere in un piano e in ogni piano 
dello spazio vi è sempre almeno un punto o vi sono al più tre 
punti del luogo stesso. Per le ragioni correlative si è detto T ( *) 

FASCIO GOBBO DI 3/ CLASSE. 

Le figure C<® e r< 3) sono fra loro correlative nello spazio; 
dalle proprietà dell'una intenderemo che siano dedotte quelle del- 
l'altra, seguendo il principio di dualità dello spazio. Noi quindi 
avremo speciale riguardo alla cubica gobba C^ limitandosi ad 
enunciare del fascio Ttf) le sole proprietà che strettamente oc- 
corrono. 

2. Intanto, tenendo le date notazioni, la cubica C (3) risulta 
subito essere l'ulteriore intersezione di due coni quadrici S ( *\ B'W 
che hanno per vertici i punti 5, 5' ed in comune la generatrice 
SS 1 . Infatti quando il piano a ruota intorno alla retta SS 1 a de- 
scrivere il fascio SS 9 di piani, i piani a a , a! ruotano rispettiva- 
mente intorno alle rette SH, S'H' a descrivere due fasci di piani 
projettivi al fascio SS 9 ; cosicché le coppie SH, SS 1 ; 5'/2', S'S 
di fasci projettivi di piani producono due coni quadrici S< 2) , S' (2 \ 
aventi i vertici in 5 ed S' rispettivamente. I coni stessi sono fra 
loro corrispondenti nelle due stelle projettive, ed hanno la genera- 
trice SS 1 in comune e si segano ulteriormente nella cubica 3 \ 

Se immaginiamo un punto M variabile della cubica 3) e lo 
projettiamo da 5, 5', i raggi projettanti SM, S'M descrivono i coni 
quadrici S' 2 >, S ,(2 > quando M varia a descrivere C (3 >. 

La generatrice SH del cono S (2 ' è quella che projetta la po- 
sizione del punto Àf quando si accosta indefinitamente ad 5. Cioè 
la retta SH è la posizione limite di una corda SM della cubica, 
quando l'estremo M variabile di essa tende continuamente a coin- 
cidere coli' estremo fisso 5. 

La retta SH si dice perciò la tangente in 5 alla cubica; ed è 
adunque anche la retta che unisce il punto 5 colla posizione ad 
esso consecutiva, quando il punto M genera la cubica stessa C@K 
Per le stesse ragioni la retta S'H 1 si dirà la tangente in S f a C&K 

3. Un piano condotto per una tangente SH a C< 3 > contiene 
due punti di CS 3) che vengono a coincidere in S; e si dice 
perciò piano tangente in 5 alla cubica. Il piano stesso taglia il 
cono &W secondo un'altra generatrice SM che projetta un altro 
punto M di C®\ E quando il punto M variabile di C< 3 > si accosta 
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di nuovo indefinitamente ad 5, il piano tangente, ruotando in- 
torno alla tangente SH 9 prende la posizione del piano tangente o 
lungo SH al cono S ( *). Il piano stesso a si accosta alla cubica, 
nelle vicinanze di 5, più di ogni altro piano tangente alla cubica 
stessa; e si può dire anche il piano che contiene tre punti con- 
secutivi della linea e che tendono a coincidere con 5. Il piano a 
viene chiamato perciò il piano osculatore in 5 alla cubica. 

Per le stesse ragioni il piano tangente ad S'< 2) lungo la ge- 
neratrice S'H' si dirà il piano osculatore in 5 r alla cubica. Si 
avranno quindi, correlativamente, le seguenti definizioni per il 
fascio T (3) : Le rette di contatto dei piani a, a' del fascio saranno le 
sezioni dei piani stessi a, </ colla posizione consecutiva di essi, 
quando si immagini il fascio r (3) generato da un suo piano mo- 
bile (A. 

Similmente le rette t y V di contatto dei piani a, a' conterranno 
i punti 5, 5' di contatto delle rette stesse f, i', che saranno punti 
per ciascuno dei quali passano tre posizioni consecutive del piano 
mobile (* generatore di r^; cioè saranno punti delle rette f, /' 
per i quali passa un terzo piano di r (3) che tende a coincidere 
rispettivamente con eoo 9 . 

4. Dati ora reciprocamente due coni quadrici S®, S ,(2) che ab- 
biano una generatrice in comune SS 1 , vertici differenti 5, 5', e non 
si toccano lungo la generatrice stessa, i coni si tagliano ulterior- 
mente in una cubica gobba Q*>; cioè nel luogo dei punti in cui 
si tagliano coppie di raggi corrispondenti di due stelle riferite 
projettivamente fra loro in modo generale, che non hanno quindi 
alcun raggio, alcun piano unito. 

Infatti i coni quadrici S< 2 >, S ,(2 > sono riferiti projettivamente fra 
loro dal fascio SS 9 di piani; in modo che sono corrispondenti due 
generatrici che si trovano in uno stesso piano del fascio. Sono 
quindi riferite projettivamente, ed in modo generale, due stelle 
5, S' qualora a quattro raggi del cono S (2 > si facciano corrispon- 
dere i quattro raggi corrispondenti del cono 8' w ; e nelle stelle 
cosi riferite i due coni sono corrispondenti e producono appunto 
la cubica C^ 3) ulteriore intersezione dei coni stessi, come luogo 
dei punti in cui si tagliano le coppie di raggi corrispondenti delle 
due stelle. 

5. Sia ora 5" un punto qualunque della cubica C< 3) ulteriore 
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intersezione dei coni quadrici 8< 2) , 8' (2 >; se dalle rette 5"5, S"S' 
projettiamo un punto qualunque M variabile di CW otterremo 
due fasci di piani S' f S 9 5"S' projettivi, perchè projettivi al fascio 
SS'; e sono corrispondenti due piani che projettano una stessa 
posizione del punto della cubica; dunque: 

Come dai punti S, S 1 , cosi da ogni altro suo punto S' f , la cubica 
C< 3 > viene projettata con un cono quadrico. 

Ed anche: 

La cubica C ( ® è l'ulteriore intersezione di due coni quadrici che 
la projettano da due punti qualsivogliano di essa, e che hanno quindi 
una generatrice in comune. 

Ossia: 

Due punti qualsivogliano di una cubica gobba sono centri di 
due stelle proiettive per le quali la cubica gobba è il luogo dei punti 
in cui si tagliano coppie di raggi corrispondenti delle due stelle pro- 
iettive. 

E quindi: 

Per sei punti dello spazio, quattro qualunque dei quali non siano 
in uno stesso piano, passa una ed una sola cubica gobba. 

In ogni punto M la cubica gobba ammette la relativa tan- 
gente e il relativo piano osculatore, che si possono costruire 
come si è fatto per i punti 5 ed 9. 

6. Siano al solito 5, S f due punti qualsivogliano di C&) e ri- 
guardiamo CW prodotta dalle due stelle projettive S, S'. 

Chiameremo biseccante o corda della cubica ogni retta f*/* 1 = d 
intersezione di una coppia p/x' di piani corrispondenti delle due 
stelle SS f projettive generatrici della cubica; e ciò perchè ogni 
retta pu' contiene appunto in generale due punti distinti o coin- 
cidenti della cubica. Infatti al fascio 5 di raggi del piano p. cor- 
risponde un fascio 5' del piano p'; i due fasci corrispondenti 
sono projettivi e sono tagliati dalla retta fx/x' in due punteggiate 
projettive, i cui elementi uniti, che possono essere due distinti 
o coincidenti, sono evidentemente punti della cubica. 

Che se poi le due punteggiate non avessero elementi uniti, 
ossia una coppia di elementi immaginari diremo allora quella coppia 
di punti, coppia di punti immaginari della cubica. 

Cosi in ogni caso possiamo appunto dire che f*f/ è una corda 
della cubica, perchè la congiungente di due punti reali distinti 
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oppure coincidenti oppure immaginari della cubica stessa. Indi- 
chiamo con 2 $ il sistema delle corde fift! della cubica C (S >; a 2, 
appartengono adunque le corde che congiungono due punti con- 
secutivi di C@\ cioè le tangenti di C®. 

Preso un punto M fuori di C< 3 ) allora al raggio MS della 
stella S corrisponderà un raggio S'M 1 di S 9 che non segherà MS; 
e al raggio MS' di 5' corrisponderà un raggio Af 5 di S; quindi 
al piano M $ SM della stella S corrisponderà il piano MS'M' di S 1 ; 
onde i due piani corrispondenti si taglieranno in una corda di C® 
passante per M. Nel caso particolare che M fosse un punto del 
cono quadrico 8^ od S' (t > allora la corda passante per M è ap- 
punto la generatrice MS od MS' del cono stesso. 

Due corde p 9 p' di C@) non si possono tagliare in un punto 
pp' = M fuori di CW, perchè quelle corde allora non si possono 
trovare in uno stesso piano dell'una o dell'altra stella senza che 
una di esse passi per il centro della stella stessa; ed allora il 
punto M è necessariamente un punto di C&; e lo è pure quando, 
non passando le due rette per alcuno dei centri delle due stelle, 
si trovano in un piano, che necessariamente non può apparte- 
nere né all'una né all'altra stella. 1 

Finalmente è evidente che in un piano di ognuna delle stelle 
vi è almeno una corda di C< 8 > e cosi in ogni altro piano dello 
spazio; perchè quel piano taglia le due stelle in* due sistemi piani 
projettivi generali che hanno almeno una retta unita. 

Il sistema 2, delle corde di C< 8 > ha adunque le seguenti pro- 
prietà: 

Per ogni punto dello spazio fuori di C< 3 > passa una sola retta 
del sistema; e se per un punto passano due rette del sistema, quel 
punto è allora un punto della cubica; e per esso ne passano allora 
infinite, che sono le generatrici del cono quadrico projeitante la cu- 
bica da quel punto. 

In ogni piano dello spazio vi è almeno una retta del sistema 
o ve ne sono tre al pia che formano necessariamente i lati di un 
triangolo inscritto nella cubica. 

Le rette del sistema 2 a corrispondono univocamente ai piani 
della stella S od 5' in quanto che ogni piano dell' uno o dell'altra 
stella determina col suo corrispondente una retta di 2 t . Diremo 
perciò S t una forma di 2. a specie od una serie doppiamente infinita 
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di rette; perchè ogni retta della serie, come ogni piano di una 
stella, è determinata da due numeri. 

Ogni serie doppiamente infinita di rette è stata detta dal signor 
Plucker una congruenza; e il sistema 2 a è poi una congruenza 
di i.° ordine e di 3.* classe, perchè per ogni punto dello spazio 
passa una retta della congruenza e in ogni piano dello spazio ve 
ne è una almeno o tre al più. 

7. Consideriamo un raggio r della stella S che non sia una 
generatrice del cono quadrico S< 8) ; cioè che non sia una corda 
di C< 3 >. Al raggio r della stella S corrisponderà un raggio r' della 
stella 5', che certamente non taglierà r; cosicché r, / saranno 
gli assi di due fasci projettivi di piani fra loro corrispondenti, e 
che determinano un sistema dW di generatrici di una quadrica 
gobba 2 (2) formato di tutte corde di C&K Qualunque sia il raggio r 
o esterno o interno al cono S®, esiste in &W un'infinità di corde 
di CW che la tagliano in coppie di punti reali; evi sono tutte 
corde che uniscono coppie di punti reali di C< 3) se il raggio r è in- 
terno al cono S (2 >. Quindi la quadrica 2(*) è determinata indi- 
pendentemente dalla stella 5' per mezzo di tre corde, che si ot- 
tengono, segando il cono S (2Ì con tre piani ciascuno dei quali io 
tagli in coppie di generatrici reali. 

Di qui segue che la quadrica 2 (8) sarà sempre la stessa quando 
per generare C^ alla stella S' si sostituisca un'altra stella 5" che 
abbia il centro in un altro punto qualunque della cubica. Per le 
stesse ragioni Z (2) non cambia quando si cambi la stella 5 in 
un'altra stella avente il centro in un altro punto qualunque della 
cubica, cioè: 

Come il sistema d W di generatrici diZ^ è composto di corde C < 3 V 
così l'altro sistema rW di generatrici di 2(*) è composto di rette 
che si appoggiano ciascuna in un sol punto di C®. La quadrica Z(*) 
contiene la cubica C®\ e si dice quindi circoscritta a C^ stessa. 

Di qui segue ancora che il sistema ? t delle biseccanti della 
cubica è unico: vale a dire se alle due stelle 5, S' che generano 
C< 3 > sostituiamo altre due stelle S v S' t per generare C< 3) otteniamo 
lo stesso sistema 2 f di biseccanti di (.'(*). 

La quadrica 2 (2) può dirsi quindi il luogo delle corde di C^ 
che tagliano in punti distinti una generatrice qualunque r del- 
l'altro sistema r< 2 >; cioè una retta r che si appoggia in un sol 
punto 5 alla cubica C (3 >. 
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Il cono S ( *> projettante da 5 la cubica ha in comune colla qua- 
drica 2< 8 > la corda di essa uscente da 5; ed il piano tangente 
in S a ZW contiene la tangente in S alla cubica; ed inoltre è lo 
stesso piano osculatore in S alla cubica, quando la corda di £W 
uscente da S fosse la tangente in S alla cubica. 

Di più, se sia r x un altro raggio della stella 5 non apparte- 
nente ad S' 2) esso determinerà un'altra quadrica 2^*), luogo delle 
corde di C (3) che si appoggiano in punti distinti ad r,. 

Ora al piano rr A della stella 5 corrisponderà in S f un piano 
che sega il primo in una corda di C (8 > che è comune a 2 (?) ed 
a 2, w e che appartiene a tutte le altre quadriche circoscritte a 
CW e determinate dai vari raggi del fascio 5 giacente nel piano rr v 
Inoltre ogni cono quadrico circoscritto a C®\ ossia projettante 
C< 8 >, è individuato da due generatrici, cioè da due corde di C lS) 
che si tagliano in un punto; ed una quadrica gobba circoscrìtta 
è determinata pure da due corde di essa, cioè da due corde, ma 
che non si tagliano. 

8. I coni quadrici e le quadriche gobbe circoscritte a C® ] 
formano un sistema Cì À di quadriche che è a dirsi una rete o 
sistema lineare doppiamente infinito, perchè per ogni coppia di 
punti arbitrariamente presi nello spazio passa una quadrica del 
sistema. Infatti per ciascuno dei punti dati passa una corda di C (8) 
e quindi secondo che le duexorde non si tagliano o si tagliano 
individuano una quadrica od un cono quadrico circoscritto a C (3 > e 
passante per i due punti dati. 

Le quadriche del sistema ft a passanti per un punto fisso K 
sono quelle che contengono una stessa corda, quella passante 
per K; e formano una serie infinita j, tale che per ogni altro 
punto M dello spazio passa una quadrica della serie; perciò y, si 
dice un fascio o sistema lineare semplicemente infinito. 

9. Due quadriche qualunque di Q, hanno una generatrice in 
comune e si tagliano ulteriormente nella cubica C (3 >. Reciproca- 
mente, in modo analogo a quanto si è fatto per due coni, si può 
dimostrare che un cono quadrico ed una quadrica gobba che ab- 
biano una generatrice in comune, oppure due quadriche gobbe che 
abbiano una generatrice in comune si tagliano ulteriormente in 
una cubica C^\ cioè nel luogo dei punti in cui si tagliano coppie 
di raggi corrispondenti di due stelle projettive. Basta p. es., nel- 
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l'ultimo caso, tener conto che la corrispondenza projettiva in due 
stelle è determinata da due coppie di fasci projettivi di piani, per 
modo che al piano comune ai fasci dell'una stella corrisponda il 
piano comune ai corrispondenti fasci dell'altra. 

Da quanto si è detto più sopra seguono immediatamente le 
seguenti altre proprietà: 

a) Projettando da due corde di una cubica gobba C (8) un punto 
variabile di essa si ottengono due fasci projettivi di piani essendo 
corrispondenti due piani che projettano uno stesso punto della cubica. 

Quindi la cubica C^ è anche il luogo dei punti ove si ta- 
gliano le terne di piani corrispondenti in tre fasci di piani a due 
a due projettivi e aventi per assi tre corde di C< 3 > non apparte- 
nenti alla stessa quadrica circoscritta a C< 3) . 

Reciprocamente tre fasci di piani a due a due projettivi nello 
spazio determinano in generale una cubica gobba, come luogo 
dei punti ove si tagliano le coppie di piani corrispondenti. 

10. Siano A 9 B 9 C tre punti della cubica C (8 > e immaginiamo 
le tangenti in A 9 B 9 C alla linea. Projettando da un altro un punto 
qualunque 5 di C' 3) i punti AB C e le tangenti a, b 9 e in essi si 
ottiene un triedro S(ABC) inscritto e un triedro S(abc) circo- 
scritto al cono S (2) , che projetta da 5 la cubica. I piani Sa, Sb 9 Se 
segano rispettivamente le faccie SBC, SCA 9 SAB in tre rette 
a t9 b t9 c % poste in uno stesso piano a = a % b % c v Le rette a l9 b v c y 
appartengono rispettivamente alle quadriche gobbe circoscritte de- 
terminate dalle coppie: 

a, BC; b, CA; c 9 AB; 

di corde di C^\ I piani tangenti alle quadriche suddette rispetti- 
vamente nei punti A 9 B, C sono (vedi n.° 7) i piani osculatori 
nei punti stessi alla cubica. Inoltre le tre quadriche contenendo 
le rette a %9 b v c ì che sono in uno stesso piano <x hanno una corda 
5 di C< 3 ) in comune che segherà il piano ABC in un punto P 
certamente fuori dai lati BC 9 CA 9 AB del triangolo AB C; dunque: 

I piani osculatori in tre punti A, B, C di una cubica gobba C<® 
si tagliano in un punto P del piano ABC dei loro punti di contatto. 

Questo teorema serve a determinare il piano osculatore y in 
un punto C della cubica quando sia data in esso la tangente e 
i piani osculatori «, /3 rispettivamente in altri due punti A 9 B. 
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11. Se sia n = ABC e consideriamo il sistema nullo 6 de- 
terminato dal quadrangolo ABCP e dair angolo tetraedro afiyn 
fra loro polari reciproci, allora risulta subito che: 

Ogni punto della cubica CW ha per piano polare in 8 il piano 
osculatore in quel punto della cubica. 

Dunque: 

I piani osculatori di una cubica gobba formano un fascio gobbo 
di j. a classe r< S) ; eioè il luogo dei piani determinati da coppie di 
rette corrispondenti di due piani riferiti fra loro projettivamente. 

Al sistema 2* delle corde di C< 3 > sarà polare reciproco il si- 
stema 2*,, degli assi di r (3) , dicendo asse di H 3 ) ogni retta che 
unisce una coppia di puuti corrispondenti dei due sistemi piani 
projettivi generatori del fascio gobbo; per ciascuna delle quali 
rette passa una coppia di piani reali distinti o coincidenti, oppure 
immaginari del fascio gobbo r (3 >. Il sistema 2'„ sarà quindi una 
congruenza di 3.0 ordine e di i. a classe. 

Le tangenti della cubica C< 3 > hanno per polari reciproche se 
stesse; e sono quindi anche le rette di contatto dei piani del fascio; 
cioè ogni retta è l'interseaione di due piani consecutivi del fascio. 
Al sistema fl, delle quadriche circoscrìtte alla cubica gobba è po- 
lare reciproco il sistema Ci 1 , degli inviluppi di 2.* classe inscritti 
nel fascio gobbo r (3) : cioè i piani del fascio 7 (2 > appartengono 
anche agli inviluppi di Q',. Due degli inviluppi stessi hanno una 
retta inviluppo in comune; ed il fascio è il luogo degli altri piani 
comuni ai due inviluppi. 

Cioè: 

Un fascio gobbo di j. a classe è formato dagli ulteriori piani 
tangenti comuni a due coniche che essendo poste in piani differenti 
hanno, nell'intersezione dei loro piani, una tangente in comune, sen^a 
avere lo stesso punto di contatto. 

Oppure: 

Un fascio gobbo rw di ).* classe è il luogo dei piani tangenti 
che hanno ulteriormente in comune due quadriche aventi in comune 
una generatrice sen^a avere lungo essa gli stessi piani tangentu 

Ed anche in generale: 

Un fascio gobbo di ). a classe è il luogo dei piani determinati 
dalle terne di punti corrispondenti in tre punteggiate a due a due 
projettive. 
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12. Quattro puuti A, B, C, D 
di una cubica gobba CW si di- 
cono formare un gruppo armo- 
nico ABCD se vengono projet- 
tati da una biseccante s della cu- 
bica in un fascio s (ABCD) ar- 
monico. 



Quattro piani osculatori a, 
/3, y, d di una cubica, ossia quattro 
piani di un fascio gobbo rw di 
3.* classe, si dicono formare un 
gruppo armonico a/3y<J, se i 
quattro piani vengono tagliati 
da un asse s del fascio T( 3 ) in 
quattro punti /(*/3yd) formanti 
I un gruppo armonico. 
Discende subito: 

Se quattro punti A, B, C, D di una cubica gobba formano un 
gruppo ABCD armonico anche i quattro piani a, /3, y y à osculatori 
in quei punti formano un gruppo otfìyd armonico. 

Colla definizione data di gruppo ormonico di quattro elementi 
di una cubica C< 8) o di un fascio gobbo 3) di 3." classe pos- 
siamo riferire fra loro projettivamente le figure suddette; e rife- 
rirle projettivamente alle forme elementari di c.° e 2. ordine, 
estendendo la definizione di projettività data per le forme di i.° e 
2. ordine. 

13. Risultano intanto i seguenti teoremi: 



Due cubiche gobbe fra loro 
proiettive e che abbiano cinque 
punti uniti, coincidono. 



Due fasci gobbi di ). a classe 
riferiti fra loro projettivamente, 
e che abbiano cinque piani uniti, 
coincidono. 

Infatti (a sinistra) se A 9 B, C, D 9 E sono i cinque punti uniti, 
necessariamente comuni alle due cubiche C< 3) , C t (*>, allora i coni 
quadrici che da uno dei cinque punti projettano le due cubiche 
sono projettivi ed hanno quattro generatrici unite; dunque coinci- 
dono; e per conseguenza anche le cubiche date che sono adunque 
le intersezioni di due dei coni suddetti dovranno coincidere. Cor- 
relativamente a destra. 
Di qui segue: 

Due cubiche proiettive sono fra Due fasci gobbi di }. a classe 

loro corrispondenti in una deter- projettivi sono fra loro corrispon- 
tninata corrispondenza omografica denti in una determinata omo- 
delio spazio. grafia dello spazio. 

Infatti (a sinistra) se A, J3, C, D, E sono cinque punti dell'una 
cubica C< 3 > ed A\B\ C\U,E' i corrispondenti nell'altra C,W, 
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allora i due pentagoni gobbi ABCDB, jfffC&E 9 fra loro corri- 
spondenti determinano una corrispondenza omografica nella quale 
a C® corrisponderà una cubica C fc (3 > che passa per i punti JP> 
B\ C, D\ F, che sarà projettiva a C< 3 >; e quindi anche a C/*); ed 
allora C/ 3 ) e C^ avendo cinque punti in comune ed essendo 
projettive coincidono, e. d. d. Correlativamente a destra. 

14. Consideriamo una cubica C® ed una quadrica gobba Z<*) 
circoscritta a C< 3 >. Nel sistema d<& delle corde di C< 3) contenente 
in S (3) ve ne è sempre un'infinità che segano C< 3) in coppie di 
punti reali. 

Se sia 5 un punto della cubica C&\ e sia r la retta di Z(*), 
che contiene il solo punto 5 della cubica, allora i piani condotti 
per r tagliano il cono quadrico S (3) , che projetta da 5 la cubica 
gobba in coppie di generatrici conjugate in una stessa involu- 
zione I„ la quale viene tagliata poi dalla cubica 3 > in un'invo- 
zione I formata dalle coppie di punti che si trovano nelle corde 
appartenenti alla quadrica S< 2) . Reciprocamente data un'involu- 
zione I di punti sulla cubica le rette che congiungono le coppie 
di punti conjugati dell'involuzione formano una serie rigata r (?) , 
cioè un sistema di generatrici di una quadrica gobba Z W; e for- 
mano le generatrici di un cono quadrico se l' involuzione è pa- 
rabolica. 

§ 2. Rigate e coni del SS e del 4.' ordine circoscritti alla cubica gobba. 

Sviluppabile osculatrice alla cubica stessa. 

1. Prima di venire alla considerazione di altre superficie circo- 
scritte alla cubica gobba; è necessario di porre ancora alcune ge- 
neralità sulle curve e sulle superficie. Intanto chiameremo rigata 
ogni superficie generata dal movimento di una retta; e diremo 
anche superficie gobba la rigata generale, cioè quella per la quale 
ogni posizione della retta generatrice non è incontrata dalla po- 
sizione susseguente e precedente; nel qual caso particolare la ri- 
gata sarà detta sviluppabile. Chiameremo coni le rigate appar- 
tenenti alla stella, cioè quelle rigate le cui generatrici sono rette 
che passano per un punto F, il quale è detto il vertice del cono 
fìsso. 

È chiaro che una retta genera una rigata se la legge geometrica 
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che regola il movimento di essa è tale, che in ciascuna posizione 
la generatrice sia determinata da un sol parametro:, perchè allora 
abbiamo uno spazio continuo di punti tale che ciascun punto di 
esso è determinato da due numeri. 

E per le stesse ragioni poi in generale, una linea, piana o 
gobba, che si muove, anche deformandosi, nello spazio, genera 
certamente una superficie se in ciascuna posizione la linea gene- 
ratrice è determinata da un sol parametro. 

2. È chiaro che si ottiene una superficie conica 8 (n) projettando 
da un punto qualunque dello spazio i punti di una curva C (n ); 
se la curva è algebrica e dell'ordine n la superficie conica è al- 
gebrica e dell'ordine w. 

Infatti una retta qualunque / dello spazio determina col ver- 
tice S un piano 52 che taglia la curva C^ in n punti al più; 
dunque anche il piano 5/ contiene ti generatrici al più del cono; 
ed i punti comuni alle generatrici stesse ed alla retta / sono anche 
i punti in cui la retta / sega il cono. In generale, per la defini- 
zione stessa di una rigata, per ogni punto di essa passa una ge- 
neratrice; quindi i punti d'incontro di una retta colla rigata sono 
tanti quante sono le generatrici della rigata incontrate dalla retta. 

Gli esempi più semplici di rigate sono le quadriche gobbe, e 
i coni quadrici, i quali, come tutte le superficie coniche , sono 
evidentemente rigate sviluppabili. Quando il vertice V di un cono 
è il punto all'infinito di una retta il cono si dice cilindro. 

3. Nelle rigate sviluppabili appartenenti allo spazio i punti in 
cui ciascuna generatrice sega la sua consecutiva, sono evidente- 
mente i punti di una linea, certamente non piana, a cui sono 
tangenti le generatrici della superficie. Abbiamo detto che la curva 
è essenzialmente non piana, perchè se ciò fosse, allora abbiamo 
evidentemente un inviluppo-piano; cioè il sistema delle genera- 
trici della rigata non è altro allora che quello delle tangenti di una 
linea piana. In breve possiamo dire che una rigata degenera in 
un cono se le generatrici appartengono alla stella e degenera 
nel sistema delle tangenti di una curva piana se le generatrici 
appartengono al piano'; ben inteso che qui intendiamo di esten- 
dere alle linee in generale la definizione della tangente data per 
le coniche e per le cubiche gobbe. 

Ogni rigata sviluppabile dello spazio, è adunque il luogo delle 
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tangenti ad una curva gobba C; e viceversa è chiaro che le tan- 
genti di una curva gobba formano certamente, per le definizioni 
date, le generatrici di una rigata sviluppabile. 

Cosi un esempio adunque di rigata sviluppabile dello spazio 
l'abbiamo ora nella rigata S (4) formata dalle tangenti alla cubica 
gobba C&\ In generale poi la curva gobba C ora considerata in 
una rigata sviluppabile, si dice lo spigolo di regresso della rigata 
stessa: e alla sua volta la sviluppabile si dice osculairice o circo- 
scritta alla curva C. 

In tutti i casi l'intersezione di una rigata con un piano è 
una linea luogo dei punti in cui il piano sega le varie genera- 
trici della rigata. L'ordine di questa linea eguaglia l' ordine della 
rigata. Se la rigata è un cono allora la linea serve a determi- 
nare di nuovo il cono come luogo delle rette che projettano i 
punti della linea piana, che si dice perciò base o direttrice del cono. 

4. Come per una quadrica dello spazio, cosi in ogni punto M 
di una superficie S fn) esiste in generale uno ed un sol piano, che 
varia da punto a puntq, e contiene le tangenti in Ài alle linee della 
superficie passanti per M; ossia le tangenti in M alla superficie; 
ed il piano, individuato da due di quelle tangenti, dicesi il piano 
tangente in M alla superficie S (n) . Se la superficie è rigata, il piano 
tangente in M conterrà la generatrice passante per M; e se di 
più è rigata sviluppabile conterrà la posizione consecutiva della 
generatrice stessa quando s'immagini la rigata prodotta da una 
sua generatrice mobile. Cioè: I piani tangenti di una superficie 
non rigata od anche di una superficie gobba formano una superficie- 
inviluppo cioè uno spazio a due dimensioni composto di piani; perchè 
ciascun piano tangente è determinato da due numeri, come lo è 
ciascun punto della superficie e varia da punto a punto di essa. 
Ma se la rigata t sviluppabile il piano tangente è sempre il mede- 
simo per i vari punti di una stessa generatrice e quindi i piani 
stessi si dicono tangenti lungo quelle generatrici; e formano eviden- 
temente un fascio; cioè uno spazio di piani ad una dimensione, 
perchè ciascun piano è determinato da un sol parametro quello 
che determina la generatrice di contatto. 

È chiaro quindi che: 

Projettando da un centro V una curva (piana gobba) si ot- 
tiene un cono V» e i piani tangenti al cono sono i piani che projet- 
tano da V le tangenti della linea; e quindi: 
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Projettando sopra un piano una curva C'W piana o gobba si 
ottiene una curva C' (°) dello stesso ordine della data, e in modo che 
un punto M di C-M e la relativa tangente, si projettano in un 
punto M' di C'( n > e nella relativa tangente. 

5. Inoltre, estendiamo ad una curva gobba qualunque la defi- 
nizione, data per le cubiche gobbe, del piano osculatore in un 
punto; cosicché piano osculatore ad una curva gobba C< n > è un 
piano che contiene tre posizioni consecutive del punto genera- 
tore la linea £>). Quindi un punto della linea è l'intersezione 
di due tangenti consecutive e di tre piani osculatori consecutivi, 
e come per le cubiche gobbe così per tutte le curve gobbe i 
piani osculatori nei diversi punti della linea formano un fascio 
gobbo ossia uno spazio ad una dimensione composto di piani, 
perchè ciascun piano della forma è determinato, come ciascun 
punto di C< n >, da un sol parametro. Un fascio gobbo è poi stato 
chiamato anche sviluppabile inviluppo, perchè appunto i piani 
del fascio sono i piani tangenti della rigata sviluppabile formata 
dalle rette di contatto dei piani del fascio; cioè dalle rette in cui 
ciascuna posizione del piano mobile generatore del fàscio viene 
tagliato dalla posizione consecutiva; e tali rette sono le tangenti 
alla linea luogo dei punti in cui ogni retta di contatto taglia la 
sua consecutiva. 

Cioè possiamo ritenere: 

Ogni rigata sviluppabile 8^ è sempre formata dalle tangenti 
di una curva gobba 0>, per modo che i piani osculatori della curva 
gobba non sono altro che i piani tangenti della sviluppabile; la quale 
fu detta perciò osculatrice alla curva gobba. 

6. Riprendendo il caso di una rigata generale, cioè di una su- 
perficie gobba SW, se g è una generatrice di S (n) e g 1 ne è la 
posizione consecutiva, nella generazione di S< n ), allora g y g' sono 
due rette non poste nello stesso piano; e quindi con una terza 
retta J, che non le seghi, g, g' determinano una quadrica gobba 
S<*>, che le contiene, e che ha, evidentemente, nei punti di g gli 
stessi piani tangenti che la rigata S (n \ cioè: 

I piani fx tangenti nei vari punti M di una stessa generatrice g 
di una superficie gobba SC n) formano un fascio g di piani proiettivo 
alla punteggiata dei punti M di contatto, in modo che sono corri- 
spondenti un punto M di g e il relativo piano tangente f*. 
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D'onde risulta che: 

Se due superficie gobbe hanno una generatrice in comune ed in 
tre punti di essa gli stessi piani tangenti le due superficie si toccano 
lungo la generatrice comune. 

7. A queste generalità sulle curve e sulle superfìcie abbiamo 
soltanto da aggiungere alcuni principi per le intersezioni delle 
linee delle superficie fra loro e delle linee colle superficie. Tali 
principi per il piano sono i seguenti fra loro correlativi: 



a) II numero N dei punti co- 
muni a due curve piane alge- 
briche C< m \ 0> degli ordini m, n 
non dipende dalla forma delle 
linee, ma semplicemente dai loro 
ordini; cosicché il numero N è 
quello stesso che si ottiene sosti- 
tuendo ad una C (m) delle linee 
il sistema di m rette; quindi N 
è in generale eguale ad mn. 



b) J/ numero N delle rette co- 
muni a due inviluppi algebrici 
y(m), y(n) fo\ piano ; non dipende 
dalla forma degli inviluppi, ma 
soltanto dalle loro classi m, n; 
cosicché il numero N è quello 
stesso che si ottiene quando ad 
uno yW degli inviluppi si sosti- 
tuisca m fasci di raggi, cioè: 
(m punti-inviluppi); ed è quindi 



in generale mn. 

Colla projezione si intendono estesi ai coni di una stessa stella 
i principi ora dati per le curve del piano. 

Nello spazio ammetteremo i seguenti principi, fra loro corre- 
lativi : 



e) Una curva O n ) dell'ordine 
n ed una superficie 8 (m > dell' ordine 
m hanno in generale dei punti 
comuni il cui numero N non di- 
pende dalla forma della linea, 
ma dall'ordine n di essa, cosicché 
il numero N è quello stesso che 
si ottiene sostituendo alla curva 
0> il sistema di n rette; ed è 
perciò mn al più. 



d) Un fascio y< n ) di piani ed una 
superficie-inviluppo 2( m > di classe 
m hanno in generale dei piani 
comuni, il cui numero N non 
dipende dalla forma del fascio 
y( n \ ma dalla classe n di esso, 
cosicché il numero N é quello 
stesso che si ottiene sostituendo 
al fascio / n > n fasci ordinari, 
cioè n assi; ed é perciò in gene- 



rale ed al più N = nm. 
8. I principi ora ammessi sono di un uso frequente in geo- 
metria pura, per la determinazione degli «ordini delle curve e delle 
superficie o delle classi degli inviluppi, generati con date leggi 
geometriche, dicendo qui brevemente inviluppo ogni spazio (a due 
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o ad una dimensione) composto di piani. Cosi è chiaro che l'as- 
soggettare una retta r dello spazio ad appoggiarsi ad una curva 
algebrica CM d'ordine n, equivale necessariamente ad una rela- 
zione algebrica fra i quattro parametri distinti che servono a fis- 
sare la posizione di una retta dello spazio. Quindi le rette g che 
si appoggiano a tre curve C* m >, C (n >, 0> degli ordini m, n, p, ri- 
spettivamente formano una rigata S 2mnp essenzialmente algebrica, e 
che dico dell'ordine 2mnp. 

Infatti sia X l'ordine cercato. Se X 1 è l'ordine di quella che 
si ottiene sostituendo alla curva CW una retta /„ allora mX r 
saranno i punti in cui C^ sega quest'ultima rigata (principio e); 
onde sarà X=mX*. Egualmente se X" è l'ordine della rigata 
che si ottiene sostituendo, nell'ultima rigata, alla curva C<") una 
retta /, sarà X ì -=znX )t \ è finalmente essendo del 2.° ordine la 
rigata che si ottiene sostituendo, nell'ultima rigata, alla curva 
CW una tetta /, satà X n = 2p e quindi X = 2mnp, e. d. d. 

L'ordine 2mnp si abbassa, quando le curve direttrici C< m >, 
& n \ £>) hanno punti comuni; poiché allora dalla rigata, pro- 
prietà detta, cioè dal luogo delle rette che si appoggiano in punti 
distinti alle tre curve direttrici, vanno escluse le superficie co- 
niche che da ogni punto comune a due direttrici projettano la ri- 
manente. 

Cosi le rette che si appoggiano in punti distinti ad una conica 
e a due rette date, che non si tagliano, e che sono fuori del piano 
della conica formano una rigata del 4. ordine; invece formano 
una rigata del 3. se una delle due rette direttrici si appoggia 
in un punto A alla conica: perchè della rigata determinata dalle 
tre direttrici date va escluso il cono di i.° ordine, ossia il piano 
che projetta da A l'altra direttrice. 

9. In generale i piani tangenti di una superficie algebrica for- 
mano una superficie-inviluppo algebrica e la classe di tale invi- 
luppo è quella della superficie. 

Cioè classe di una superficie algebrica è il numero dei piani 
tangenti della superficie, che passano per una retta arbitraria 
dello spazio. V ordine e la ciasse di una superficie algebrica sono 
in generale numeri diversi. 

Nei caso particolare che l'ordine n di una superficie eguagli 
la classe, la superficie si dice di grado n. Cosi le superficie di 
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2.° ordine sono di 2. a classe; e per esprimere questo si dicono 
superficie di 2.° grado. 

In una superficie gobba l'ordine eguaglia la classe perchè ogni 
piano condotto per una retta e per una generatrice incontrata da 
quella retta è un piano tangente in un punto determinato dalla 
generatrice stessa. 

Finalmente chiameremo classe di una curva algebrica il nu- 
mero dei piani tangenti alla curva che passano per una retta 
presa ad arbitrio nello spazio. Cosi la classe di una curva piana 
è quella dell'inviluppo formato dalle tangenti della linea; cioè: 
il numero delle tangenti della curva che partono da un punto 
del suo piano. 

Quando nel piano l'ordine n di una linea eguaglia la classe 
della linea stessa, allora il numero n si dice il grado della curva. 
Cosi le coniche che sono curve di 2.° ordine e di 2.* classe le 
abbiamo appunto dette di 2.° grado. 

10. Poste queste poche generalità riprendiamo la considera- 
zione della cubica C< 3) generata dalle stelle projettive S, S'; onde 
considerare alcune rigate ad essa circoscrìtte e la sua sviluppabile 
osculatrice 8 (w >, cioè la rigata formata dalle tangenti di C (3 >. 

Se intanto sia r una retta che si appoggia sul solo punto S 
alla cubica: allora il fascio r di piani è proiettivo all'involuzione I 
formata dalle coppie di punti della cubica C^ che si trovano in 
ciascun piano del fascio; perchè il fascio r di piani è projettivo 
all'involuzione formata sul cono quadrico S< 2) dalle coppie di ge- 
neratrici in cui i piani del fascio segano il cono. Se ora sia s 
una corda della cubica, projettando da s l'involuzione I si ottiene 
un'involuzione I. di piani projettiva al fascio r; il luogo delle 
rette g in cui i piani dell'involuzione I. segano i corrispondenti 
piani del fascio r è una rigata S (3 V,« del 3. ordine; perchè (vedi 
pagina 244) è segata da un piano in una curva del 3. ordine; 
od anche da una retta dello spazio in un punto almeno e in tre 
punti al più. Le rette r, s sono incontrate da tutte le generatrici g 
della rigata, e sono perciò direttrici della rigata stessa 8< S V»; anzi 
per ogni punto di s passano due generatrici della rigata e invece 
per ogni punto di r ne passa una sola; gli è perciò che s dicesi 
direttrice doppia ed r direttrice semplice della rigata stessa. Nel 
caso particolare in cui r, s si tagliano in un punto V fuori di 
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C* 3 ) allora la rigata &(\ $ diventa il cono cubico V@> che dal 
punto V projetta la cubica. 

Ogni piano condotto arbitrariamente per s sega ulteriormente 
V$) in una sola generatrice; cosicché in s sono a ritenersi riu- 
nite due intersezioni del piano con V (S) ; e gli è perciò che s di- 
cesi una generatrice multipla secondo due del cono V®\ E pro- 
priamente, se s sega in una coppia di punti distinti la cubica, 
allora s dicesi generatrice doppia di V®\ In s si tagliano due falde 
del cono, perchè la posizione s è assunta due volte non consecu- 
tivamente dalla retta variabile che si muove a generare il cono V®>. 
In ciascuno dei punti in cui s sega la cubica avremo la relativa 
tangente. Le due tangenti projettate da V danno i due piani 
tangenti lungo s alle due falde del cono che s'incrociano in s. 
Ciascuno di questi piani non sega il cono V® in alcun 9 altra ge- 
neratrice; cosicché in s sono riunite le tre generatrici secondo 
cui ciascuno dei piani sega il cono. Se finalmente s è tangente 
in un punto A alla cubica, allora é chiaro che la retta mobile 
generatrice del cono V®\ arrivata in s ripassa istantaneamente 
per s; e perciò s dicesi una generatrice di regresso o cuspidale 
del cono. 

Il piano osculatore in A alla cubica è il piano tangente al cono 
VW lungo la generatrice s> che sega il cono in tre generatrici 
coincidenti in s. Possiamo dire che la generatrice cuspidale s 
é il caso limite della generatrice doppia, quando la porzione di 
superficie prodotta dalle due falde del cono, che si incrociano in 5, 
si riduce alla generatrice stessa s; ed i piani tangenti in s alle 
due falde di superficie vengono a coincidere in un sol piano. Fi- 
nalmente se s sega. CO in una coppia di punti immaginari, allora 
s dicesi una generatrice isolata del cono V^\ 

Pel punto V passano in generale tre piani «, & y osculatori 
alla cubica rispettivamente in A,B 9 C; per modo che il piano ABC 
passa per V. I piani stessi a. /3, y sono piani tangenti al couo VW; 
ciascuno di essi sega il cono in tre generatrici consecutive, che 
tendono continuamente e rispettivamente a coincidere con VA, 
VB, VC. I piani «, /3, y diconsi perciò piani tangenti stazionari 
dei cono, oppure piani tangenti d 1 inflessione ; e le generatrici di 
contatto VA, VB, VC si dicono poi generatrici d 9 inflessione ; e 
sono adunque in uno stesso piano. 

Asobibii, Geometria prejettiva. SS 
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11. Se ora immaginiamo la projezione C*W della cubica C® 
dal centro V sopra un piano w, preso ad arbitrio nello spazio, 
risulta: 

La projezione QW di C<?> t una curva del ).° ordine del piano w, 
la quale nel punto S, in cui a sega la corda s di C® passante 
per V, ha un punto multiplo secondo due; cioè un punto tale che in 
esso coincidono due delle intersezioni di C'< 3) con una retta di t» 
condotta pel punto stesso S. 

// punto S è detto più propriamente un punto doppio, quando 
in S s' incrociano due rami della linea formandovi un nodo. I piani 
tangenti lungo s al cono VW sono tagliati da o> nelle tangenti in S 
ai due rami di linea C'W. // punto S è prodotto dal punto mobile 
generatore di C' (3 > quando acquista due volte una stessa posizione 
non consecutivamente. Se s è tangente a C&\ allora il punto S si 
dirà una cuspide o un regresso di O®. Il piano osculatore alla 
cubica nel punto di contatto di s sega il piano *> nella retta t tan- 
gente in S a C< 8 V che dicesi tangente cuspidale. Il punto S di 
regresso si ha quando il punto mobile generatore di C # < 8 > arrivato 
in S ripassa, sen^a fare altro cammino, per S: si pub dire che il 
punto di regresso S è il caso limite del punto doppio quando il nodo 
si riduce ad un punto. Se finalmente la corda s non sega C&\ al- 
lora il punto S = so* dicesi un punto isolato di C'W. 

Veniamo cosi a riconoscere, che in una curva piana algebrica 
vi sono, in altri termini, tre specie di punti multipli secondo due, 
come in un cono algebrico abbiamo tre specie di generatrici mul- 
tiple secondo due. 

Osserviamo inoltre che: 

Le generatrici VA, VB, VC segano w nei punti A 9 , B 9 , O, di 
C'W le cui tangenti a', b', e 9 sono le tr accie 

a r = o>« , b = to/3, c r = «y 

dei piani a, fi, y ; ciascuna di queste tangenti contiene tre punti 
consecutivi di O (3 >, che tendono a coincidere rispettivamente con A 9 , 
B 9 , O; le tangenti a!, W, e' diconsi perciò stazionarie o d'inflessione; 
e si dicono punti d'inflessione o flessi i loro punti di contatto 
A 9 , B 9 , C; che sono adunque in linea retta. 

Si può osservare che la denominazione di tangenti stazionarie 
di una curva piana o di piano tangente stazionario di un cono 
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ha la sua ragione in questo, che immaginando il fascio od in- 
viluppo delle tangenti della curva e dei piani tangenti del cono, 
rispettivamente generati da una tangente e da un piano tangente 
mobile, arrivati alla posizione della tangente stazionaria e del piano 
tangente stazionario si fermano per ripassare istantaneamente per 
la posizione stessa. La tangente stazionaria è in altri termini la 
correlativa, nel piano, del punto di regresso; e il piano tangente 
stazionario del cono è il correlativo, nella stella, della genera- 
trice di regresso. 

12. Correlativamente avremo la rigata S (8) del 3. ordine inscritta 
nella sviluppabile S (4 > osculatrice alla cubica C&\ determinata da 
una retta g presa in un piano tangente di S (4) e da un asse s 
di S (4) ; essendo allora S (3 > il luogo delle rette che congiungono 
i punti di g colle corrispondenti coppie di punti dell'involuzione I 
in cui l'asse s sega le coppie di piani tangenti di S (4) uscenti dai 
punti di g; giacché la punteggiata g e l'involuzione I sono così 
riferite fra loro projettivamente. Se Tasse s e la punteggiata g 
sono in uno stesso piano ir, allora S (3) degenera nell'inviluppo di 
3.* classe y®> sezione di n col fascio r< 3) dei piani tangenti di 
S w . Le rette di 7W non sono altro che le tangenti alla curva CW 
in cui 7r sega la 8 (4) . L'asse s non è altro che una retta multipla 
secondo due per y (3) , ossia una tangente multipla secondo due 
di C< 4 >; perchè per ogni punto di s passa al più un'altra tangente 
di C (4) . Se per s passa una coppia di piani tangenti distinti e 
reali di S (4 >, allora s dicesi propriamente tangente doppia; perchè 
appunto tocca la linea in due punti A> B distinti che sono quelli 
in cui 7T sega le tangenti della cubica C< 3 >, che si trovano nei 
piani di rw passanti per s. In altri termini la tangente doppia s 
è una posizione presa due volte, a distanza, dalla retta generatrice 
l'inviluppo 7W delle tangenti di CW. 

Se poi s fosse una tangente di C* 3) , cioè n un piano tangente 
di essa cubica C®\ allora s è una tangente stazionaria; la corre- 
lativa, nel piano, del punto di regresso. Se poi per s non passa 
alcun piano tangente di S (4) , allora s è una tangente isolata di C< 4 ). 
In tutti i casi i punti in cui n sega la cubica C< 3 > sono punti di 
regresso di C< 4 >; e le tangenti cuspidali concorrono iti uno stesso 
punto di tt, ecc. 

Proiettando da un punto V la curva C< 4 ) si otterrà un cono 
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di 3.» classe VW, che avrà, o un piano tangente doppio, o un piano 
tangente stazionario, oppure un piano tangente isolato nel piano P$, 
secondo che s presenta ordinatamente i tre casi prima nominati. 
Il cono VW avrà tre generatrici di regresso in quelle che projet- 
tano i punti di O 3 ) situati in tt, ecc. 

13. Vogliamo ora considerare le rigate del 4. ordine (vedi 
pag. 231 e seguente) che sono il luogo delle corde dalla cubica 
O 3 ) intersezioni dei piani tangenti corrispondenti in due coni 
quadrici S/ 2) , S f a (2) fra loro corrispondenti nelle due stelle projet- 
tive 5, S 9 generatrici della cubica C&\ Intanto queste rigate for- 
mano un sistema O s , che è a dirsi sistema lineare cinque volte 
infinito; perchè in generale per ogni cinque punti presi arbitra- 
riamente nello spazio passa una rigata del sistema. 

Fra queste rigate vi sono quelle luogo delle corde che si ap- 
poggiano- alle varie rette dello spazio. Ed invero se £ è una retta 
presa ad arbitrio nello spazio, allora ai piani Sg, S'g corrispon- 
deranno rispettivamente nelle stelle 5', 5 i piani S'g t , S'g 9 ; onde, 
risulta subito, che i piani corrispondenti, che si segano nelle corde 
di C< 3 ) uscenti dai punti di g 9 sono i piani tangenti di due de- 
terminati coni quadrici fra loro corrispondenti nelle stelle pro- 
iettive S, S f generatrici della cubica C®h Se la retta g si ap- 
poggia in un punto M alla cubica, la rigata si scinde nel cono 
quadrico M^ che projetta da M la cubica, e nella quadrica gobba 
formata dalle corde che escono dai vari punti di g. Se g si ap- 
poggiasse in due punti A, B a C$\ allora la rigata si compone 
dei coni quadrici A&\ B&) che projettano da A, B la cubica. 

Ogni rigata R< 4) del 4.0 ordine del sistema fì f ha per linea 
nodale la cubica C<®; cioè O 3 ) è il luogo dei punti ove si tagliano 
generatrici della rigata R (4) ; perchè se due corde si tagliano, il 
punto loro comune è un punto della cubica. 

14. Per conoscere altre proprietà delle rigate B< 4 >, immaginiamo 
un piano n non appartenente alle stelle 5, S # ; e riferiamo reci- 
procamente fra loro la stella 5 ed il piano n; cosicché anche la 
stella 5' projettiva alla 5 sarà riferita reciprocamente a ir; e ad 
ogni punto M del piano tt corrispondono due piani di 5, 5 f fra 
loro corrispondenti nelle stelle stesse projettive; onde ad ogni 
punto M di ir viene a corrispondere una corda m di C< 8 >; e vice- 
versa: ad ogni corda m di C< 3) viene a corrispondere un punto M 
di ft; diremo M l'immagine della corda tn. 
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Risulta subito: 

Le tangenti della cubica C® hanno per immagini i punti di 
una conica C<*) del piano tt. La conica C^ e la cubica C@) sono 
riferite fra loro prò jettivamente, corrispondendo ad un punto M della 
conica il punto M di contatto di quella tangente alla cubica, che 
ha per immagine il punto M. 

Viceversa poi una conica del piano tt riferita projettivamente 
alla cubica C^ individua, nel modo ora indicato, una corrispon- 
denza univoca fra i punti del piano 7r e le corde della cubica; 
perchè, projettando da un punto 5 di C< 3 > la cubica stessa, si ot- 
tiene un cono quadrico S^ projettivo alla cubica, e quindi a C&; 
e il sistema dei piani tangenti di S (8 >, riferito quindi projettiva- 
mente a C^, individua, fra gli elementi di tt e quelli della stella 5, 
una corrispondenza reciproca che dà la voluta corrispondenza fra 
i punti di tt e le corde di C@\ 

15. Risulta inoltre: 

Ogni rigata R< 4 ) del sistema Q 6 ha per immagine una conica 
C t & del piano n; e viceversa: i punti di una conica C/ 2 > di it sono 
le immagini delle generatrici di una rigata R< 4 ) del 4° ordine for- 
mata di corde di C®\ Se R< 4) è formata dalle corde uscenti dai 
punti di una retta fissa g, allora la conica C g W immagine di R< 4 ) 
è circoscritta a triangoli circoscritti alla conica C^. 

Infatti se per g immaginiamo un piano a a tagliare la cubica 
CW nei punti A, B, C, allora al triangolo ABC di C&) corrispon- 
derà un triangolo ABC inscritto nella conica C^ projettiva a C®\ 
essendo A, B 9 Ci punti corrispondenti ad A, B, C rispettivamente. 
Le corde BC, CA, AB di C< 3 > appartengono alla rigata R< 41 ; e colla 
retta g costituiscono la curva del 4.0 ordine, sezione della rigata 
col piano a. Ora, se siano a, b, e le tangenti in A y 5, C alla co- 
nica C$\ risulta subito che i vertici bc = A t9 ca = B t > ab = C t 
del triangolo abc = A x B t C t circoscritto a CW sono le immagini 
delle corde BC, CA, AB, perchè le tangenti a, b, e di C<*> sono 
rispettivamente le reciproche dei raggi SA, 5B, SC della stella 5; 
onde A ì9 J? f , C t sono rispettivamente le immagini delle corde 
nominate; dunque C Q W è circoscritta ad infiniti triangoli A X B X C % 
circoscritti a C< 2) . 

Viceversa risulta subito: 

Una conica C g < 2 ) circoscritta ad uno, epperb ad infiniti triangoli 
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circoscritti a C® , è V immagine di una determinata rigata RW 
formata di corde di C G9 che si appoggiano ad una retta fissa g 
dello spazio. 

16. Se la retta g dello spazio si appoggia in un punto M a 
C®\ allora la conica immagine C g & si spezza nel sistema di xlue 
rette /, t; delle quali una t è la tangente a C< 2 ) nel punto M 
corrispondente del punto M di C< 3 > neU'accennata corrispondenza 
projettiva fra C® e C^. 

La tangente f è l'immagine del cono M<*) che projetta dal 
punto M la cubica; e la retta / è l'immagine della quadrica gobba 
8 g W formata dalle corde che si appoggiano nei vari punti di g. 
In breve: 

11 sistema Cì n delle quadriche circoscritte a C^) ha per imma- 
gine il sistema delle rette del piano n, una retta del piano essendo 
F immagine di una rigata del sistema fi 8 , la quale è un cono qua- 
drico se la retta è tangente a C^. 

Un fascio U di rette di tt è V immagine di un fascio <f u di qua- 
driche del sistema fi t . Il fascio y»* contiene in generale due coni quadrici 
che hanno per immagini le tangenti condotte da U alla conica C&K 

Due rette del piano n si tagliano in un punto; ed appunto due 
quadriche di fi 8 hanno una corda di C^ in comune. Due punti 
di n determinano una retta di esso ; ed appunto due corde di C < 3) 
determinano la quadrica che ha per immagine quella retta, ecc. , ecc. 

17. Risulta ancora: Due rigate del sistema fì 5 hanno, in gene- 
rale, quattro generatrici in comune. Inoltre osserviamo che il si- 
stema fi 4 (8) delle coniche circoscritte a triangoli circoscritti a C<*> 
è un sistema quattro volte infinito, ma non lineare e precisamente 
di 2. grado; perchè per ogni quaderna di punti presa arbitrariamente 
nel piano passano in generale due coniche della serie. Infatti i 
quattro punti sono immagini di quattro corde di C@) le quali sono 
in generale incontrate da due rette al più; a ciascuna di tali rette 
corrisponde una rigata R (4) del sistema fi 5 , che ha per immagine 
una conica del sistema fi 4 ( *>; cioè le rigate R W che ammettono una 
direttrice rettilinea formano un sistema R 4 < 8 > di 2. grado quattro 
volte infinito, perchè per ogni quaderna di corde presa arbitraria- 
mente, o ciò che è lo stesso, per ogni quaderna di punti presi ar- 
bitrariamente nello spazio, passano in generale due rigate della 
serie. Tenendo conto della sola direttrice rettilinea della rigata 
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del sistema R/*\ possiamo dire, che le coniche del sistema D/ 2 > ci 
rappresentano sul piano n le rette dello spazio; in quanto che ogni 
conica del sistema Q 4 W individua una retta dello spazio, la quale 
si appoggia in un punto a C< 3 > se la conica del sistema si spezza 
in due rette, cioè in una retta del piano e in una tangente a 
C<*>; e si appoggia a due punti di C@\ se la conica si spezza in 
due rette tangenti a C W . Viceversa una retta presa nello spazio 
individua una conica del sistema fì,t*). Cosicché anche il sistema 
delle rette dello spazio è a dirsi un sistema quattro volte infi- 
nito, ossia di 4.* specie e di 2.° ordine. 

18. Ogni curva C< w ) del piano n è l'immagine di una rigata 
formata di corde di C< 8 >. Se C» è debordine n la rigata R< 2 *> è 
dell'ordine in. Infatti una conica del sistema £) 4 P) sega CM in 
2tt punti al più; dunque anche una retta g presa arbitrariamente 
nello spazio incontra in generatrici al più della rigata RN, 

In particolare: La sviluppabile 8^ osculatrice a C< 3 > è dunque 
del 4. ordine; e quindi anche C< 3 > è di 4.* classe; cioè per una 
retta arbitrariamente presa nello spazio passano al più quattro piani 
tangenti di O 3 ). 

Segue quindi ancora: 

La sezione C^ di 8 (4 > con un piano è una' curva del 4° ordine 
e della ). a classe, che si spe^a in una retta e in una curva del 
}.° ordine e della ). a classe, se il piano passa per una generatrice 
di 8^, ossia se è tangente a C (3) ; e finalmente si spe^a in due 
rette coincidenti e in una conica, se il piano è osculatore a C<®, ossia 
è un piano tangente di S< 4 \ , 

Dalle proprietà delle corde di C< 8 > e delle rigate formate con 
esse si deducono col principio di dualità quelle degli assi di S (4) 
e delle rigate inscritte alla sua sviluppabile stessa osculatrice a C< 3 >. 
Lasciamo perciò allo studioso di formulare gli enunciati dei teo- 
remi relativi alle rigate stesse; ed in generale al sistema degli 
assi di gw. 
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CAPITOLO XII. 



Costruzione di tutte le omografie dello spazio. 



§ I. Omografia ad un numero Unito di otomenti uniti. 

1. Siano 2, 2' due sistemi omografici dello spazio, che non 
siano in involuzione. Possono i due sistemi avere quattro punti 
uniti A t , A %ì A sì A k vertici di un tetraedro ù unito, vale a dire 
composto di tutti elementi uniti ; perchè sono evidentemente unite 
le faccie del tetraedro e uniti i sei spigoli del tetraedro stesso. 

Dato il tetraedro unito A ed una coppia A, A' di punti cor- 
rispondenti fuori dalle faccie e dagli spigoli del tetraedro stesso, è 
determinata in modo unico la corrispondenza omografica. Se la 
retta AA! passa per un vertice di ' A , i due sistemi omografici 
sono omologici; se taglia uno spigolo / di A, allora quello spi- 
golo è un asse unito; cioè è Tasse di un fascio di piani uniti; ep- 
perciò qualunque altra retta che unisce due punti corrispondenti 
si appoggierà a quello spigolo / di A; e lo spigolo opposto /' sarà 
una punteggiata unita, cioè una retta composta di punti tutti uniti. 

Se poi AA' tagliasse due spigoli opposti* /, /' di A allora gli 
spigoli stessi /, /' sarebbero ad un tempo assi uniti e punteggiate 
unite. Ogni punto M avrebbe per corrispondente un punto Ai' 
situato sulla retta condotta per Mad incontrare /, /'; perchè ogni 
retta che si appoggia ad /, /' è una retta unita. Se poi la retta A A 1 
che unisce due punti corrispondenti non taglia alcun spigolo di A, 
ciò deve avvenire per ogni altra retta che unisce due punti cor- 
rispondenti della data omografìa; ed allora i due spazi omografici 
non potranno avere altri elementi uniti che quelli distribuiti negli 
elementi del tetraedro A; perchè se ciò non fosse i due sistemi 
2, 2' sarebbero congruenti. 

2. Possiamo in altri termini concepire due specie di omografie 
dello spazio, quelle che hanno un numero finito di elementi uniti 
e quelle che ne hanno un'infinità. 
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Se 2, 2' hanno un' infinità di punti uniti, questi non possono 
mai formare una linea piana, in particolare il sistema di due rette 
del piano, senza che i sistemi omografici 2, 2' siano omolo- 
gici; il piano della linea essendo il piano di omologia. Né pos- 
sono formare una linea gobba od il sistema di due rette non se- 
gantesi e di un'altra linea; senza che i due sistemi 2, 2' siano 
congruenti, cioè ogni punto dell'uno coincida col suo corrispon- 
dente dell'altro. Quindi tutto al più i punti uniti possono for- 
mare due rette che non si tagliano, quando i sistemi non siano 
omologici. • 

Ciò posto , vogliamo ora costruire, in tutti i possibili casi, le 
omografie con un numero finito di elementi uniti ed un'infinità 
di tali elementi; e mostrare come le costruzioni possono essere 
regolate da una stessa legge. 

È questo il risultato di un lavoro del Prof. Bertini, stampato 
nei rendiconti dell'Istituto Lombardo (serie 2. a , voi. 20, fase. 14-15). 
Noi adattiamo il metodo dato dal Bertini al nostro caso, cioè al 
caso dello spazio ordinario; e quindi non possiamo integralmente 
tenere sia le notazioni, sia tutti i ragionamenti che ivi sono fatti pel 
caso generale di uno spazio di un numero qualunque di dimensioni. 

3. Indichiamo con A t uno qualunque dei quattro punti uniti 
A %> A %y A 39 A k che possono avere due sistemi omografici 2, 2' 
nei vertici di un tetraedro A. Per il punto Ai conduciamo una 
retta r*, 1; e su di essa prendiamo i punti 

P'. . pi*. . pw. . 
in modo da essere armonica la forma 

AP"i,iP'i,xP'"i.x. 

Conduciamo per la retta r^\ un piano ^,2 ad arbitrio e su 
di esso prendiamo i punti 

. P'i,t, P"i,2, P'"i ti , 

in modo da essere armonico il fascio di raggi: 

Ai (P\-, 1 P\ 2 P'{ 9 % P\ 2 ), 
e le rette 

p'<,*p\*, p\*p m i,, 

passino rispettivamente per 

P\u P'\l. 
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Finalmente assumiamo nello spazio tre punti 

^,3, P"{, 3, P tn i t t 
in modo da essere armonico il fascio di piani 

e che le rette 

{, 3^ i y 3> ^ f, 8^ <, 3 

passino rispettivamente per i punti 

Ptr pfri 

Tutte le costruzioni indicate si potranno evidentemente ef- 
fettuare in infinite maniere dato il punto A { . 

Conveniamo inoltre di indicare anche con Sf, r il punto A i9 
o una retta r it \ 9 condotta per ^, o un piano « t ,? , condotto 
per r< f i, oppure lo spazio, secondo che sia rispettivamente 

r = o, 1, 2, 3. 

Indicando con e { uno dei numeri interi 1, 2, 3, 4, imma- 
giniamo che al punto A { sia coordinato il numero intero e i9 
per modo che le costruzioni indicate sul punto Ai siano spinte 
fino allo spazio S< ttf< -i; cioè non siano punto eseguite, siano 
arrestate a quelle sulla retta ;,-, 1; o a quelle sul piano «<,«, o 
finalmente siano tutte eseguite, secondo che sia rispettivamente: 
U = I, 2, 3, 4. 

4. Siano dati ora h punti A{ y A t > A % ... A h} dei quali quattro 
qualunque formano i vertici di un tetraedro A; a questi punti 
siano coordinati i numeri e t > e % ... e hì per modo che: 

e t ~^* e % +••• + *h = ^ e i = 4> 

cosicché & avrà al più il valore 4; cioè i punti A t saranno quattro 
al più: A t > A % , A s , A„ formanti i vertici di un tetraedao A. 

Immaginiamo per ciascuno dei punti A\ eseguite le indicate 
costruzioni protratte fino agli spazi 

rispettivamente. Otterremo cosi 

e t — 1 +e t — 1 . . . . + ^ _ 1 = 4 — h 
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terne di punti 

(I) (*= I, 2.. .h) ?',,!?",,,?•", l...P\ v iP\ V |P\ V ,. 

In queste terne di punti consideriamo in particolare le 4 — h 
coppie : 

(II) (i=i,i..i)P' (|1 ?V, Vti....^.,^.,; 
e i due sistemi di h punti: 

( P"ì * e x - 1 P f 2, e t - 1 • . . . P\ é. - 1 

1 " 

v ' I pili pitt -pin 

\ r 1 f € . 1 r % t e ] — r *, « - 1, 

i quali determineranno ciascuno lo spazio stesso, cioè un tetraedro 
di esso, e precisamente il tetraedro A x A % A % A k \ oppure due piani; 
oppure due rette; oppure due punti, secondo che sia rispettiva- 
mente h = 4, 3, 2, 1. 

Indichiamo con S\ . 1 , S'"* - 1 gli spazi ora determinati ri- 
spettivamente dai sistemi (III) di punti; cioè, come abbiamo „ 
detto, lo spazio stesso S'' a = S r " s ; oppure due piani S" f , S'",; op- 
pure due rette S",, S"', o finalmente due punti S" d , S'" se sia ri- 
spettivamente h = 4, 3, 2, 1. 

5. Ciò posto, colle 4 — h coppie (II) di punti corrispondenti, 
cogli h punti uniti A t , A è ...Ah> con una coppia B, B 1 di punti 
corrispondenti scelti uno B in 8'\ . 1 e l'altro B 1 in S"\- i resta 
determinata una corrispondenza omografica P dello spazio; perchè 
in questo modo sono dati due pentagoni gobbi corrispondenti; 
giacché, anche quando S'\-i, 8"\-i non fossero che due punti, 
allora B, B 1 non sono altro che i punti stessi 8" , S m ; e i due 
pentagoni corrispondenti sono in tutti i casi determinati. Pos- 
siamo quindi in tale corrispondenza P costruire di ogni altro 
punto Af il suo corrispondente M f . 

Nella corrispondenza stessa P per ogni punto unito Ai sono 
uniti gli spazi S<, 1 , S t -, 2 passanti per esso; perchè la retta S^i = r^i 
(vedi n.° 3) congiunge le coppie P',-, \P n it 1; Ai, Ai di punti cor- 
rispondenti; ed il piano S< f 2 = «t, 2 (vedi n.° 3) congiunge la 
retta unita r iy \ e la coppia P't, 2, P"i t 2 di punti corrispondenti. 
Indichiamo ora con [e t e È eh] Tomografia P determinata, nel 
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modo detto, dagli h punti xxTAà.A t A % ...A^ dai numeri e i9 e i ...e h 
rispettivamente coordinati ai punti A{(i = 1, 2.... hi)\ e dalla 
coppia S, jB 1 di punti corrispondenti scelti nel modo indicato. 

Per l'ipotesi fatta sui numeri interi i u essendo cioè E** = 4, 
risultano le seguenti specie di omografie: 

a) [1 1 1 1], per h = 4 e quindi e f = t % = *, = e 4 = 1. 

b) [2 1 1], per h = 3 ed e, = 2, *, = *,= 1. 
' e) [2 2], per h = 2 ed e, = * 8 = 2. 

<*>> [3 1], per * = 2 ed è, = 3, e, = 1. 
e) [4], per A = 1 ed e x = 4. 

6. Dico ora che le omografie considerate e costruite sono 
tutte quelle ad un numero finito di elementi.; cioè io dico che 
si costruiscono in tal modo le omografie che hanno i loro ele- 
menti uniti distribuiti negli elementi di un tetraedro, anche quando 
il tetraedro si deformi colla coincidenza di alcuni dei suoi ver- 
tici, dei suoi piani, dei suoi spigoli; od anche finalmente colla 
coincidenza di tutti i suoi vertici, i suoi piani ed i suoi spigoli. 

Infatti il caso a) è quello del vero tetraedro di elementi 
uniti, giacché i punti corrispondenti B y B\ che si debbono sce- 
gliere arbitrariamente nello spazio, (perchè S"* _ 1, S'% - 1 rap- 
presentano lo spazio in tal caso) si intendono scelti in modo che 
Blì 1 non tagli alcun spigolo del tetraedro unito A X A % A % A K = A. 

7. Il caso b) è il caso limite del precedente quando il vertice 
A k di ùk tende continuamente a coincidere con A x in una determi- 
nata direzione; sicché due punti uniti cadono in A t e due piani 
uniti nel piano A t A t A^; ciascuna retta unita A x A ty A X A % conta per 
due rette unite. Sostanzialmente in questo caso Pornografia ha 
tre punti uniti, tre piani uniti e quattro rette unite. Per veder 
questo cominciamo ad osservare che, tenendo conto delie usate 
notazioni, gli spazi 8 f \-i, S w V-i in questo caso non sono altro 
che i piani P t \ t iA ft A %y P" t i ì xA t A si i quali sono fra loro corri- 
spondenti, perchè il punto B ed il punto 2?', fra loro corrispon- 
denti, debbono essere presi, il primo nel piano P lr i i \A t A iy il se- 
condo nel piano P lì \ ì \A t A r Quindi sulla retta unit^ ^1 = 81,1 
passante per A v non solo sono corrispondenti i punti P'i.i, i^i.i, 
ma anche i punti P"i,i, P m i,i cosicché, per essere armonica la 
forma : 

4p"i.iP'i,ip , \i, 
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le due punteggiate projettive sovrapposte fra loro corrispondenti, 
sulla retta n 9 \ condotta per A t9 hanno due elementi uniti in A x \ 
e cosi i fasci A t A t di piani, fra loro corrispondenti, projettivi e 
sovrapposti hanno i loro due piani uniti coincidenti col piano 
A X A % A % . D'altra parte poi i punti B> B 1 s'intendono scelti in modo 
che la retta BB 1 non seghi alcuna delle rette unite: dunque l'omo- 
grafia ora costruita è certamente il caso limite che si voleva 
dell'omografia ad un numero finito di elementi uniti. 

Il caso e) è il caso limite del precedente b) quando anche A % 
viene a coincidere con A % in una determinata direzione. Infatti 
in questo caso gli spazi S'^-i, S\_i non sono altro che le 
rette S"i = P\,P\i, &"i = P\iP'\i che congiungono le 
coppie di punti presi sulle rette r\ % i = Si, i , r 2 ,i = 8fe,i condotte 
arbitrariamente per i punti uniti A t9 A f ; e che supponiamo ap- 
punto che non. si tagliano. Sulle rette stesse ri. i, r 2 , i sono ar- 
moniche le forme: 

A x P\ , fi, , P'\ , 

M P ff 2, 1 P't, 1 P'"* t 1 

è perchè dei due punti corrispondenti B> B 1 uno B deve prendersi 
sulla retta / = P\ x P\ i , l'altro B 9 sulla retta /' = P'\ , P'\ , , 
cosi ne segue che la retta / sarà quella condotta per B a tagliare 
n,i, f*, i; ed /' sarà la retta corrispondente della prima, perchè 
dovrà passare per B' e tagliare le rette unite n t \ t r 2 , \. Anche i 
punti P\i, P'"j, i; P"*,i> P'\\ saranno adunque fra loro corri- 
spondenti nella omografia costruita, la quale avrà per conseguenza 
due punti uniti riuniti in Ai sulla retta n f i; due punti uniti riu- 
niti in A% sulla retta r 2 , i. Avrà inoltre due piani uniti nel piano 
-^i^t,i» due nel piano A%t\ 9 \\ e quattro rette unite coincidenti 
nella retta A\A%. Sostanzialmente l'omografia ha in questo caso 
due punti uniti A Ì9 Af, due piani uniti Ai r 2 , \ , A%r\ 9 \; tre rette 
unite AiAt, r If i, r 2 ,i; e perchè si debbano intendere B, B' scelti 
in modo che BB' non seghi appunto A\At, così si sarà in tal 
modo costruito il caso limite voluto dell'omografia ad un numero 
finito di elementi uniti. 

8. Il caso d) è anche esso il caso limite di b) quando il punto 
A* tende a coincidere col punto A\ anziché con A t . Infatti in 
questo caso avremo intanto i punti uniti A% , At; una retta unita 
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n t \ passante per A\\ ed un piano unito «1,2 passante per la retta 
unita r\ t \. 

Gli spazi S"* - 1 , &"' h . 1 in questo caso sono le due rette 
P"] f 2^2, P"' ljS ^j, sulle quali sono presi rispettivamente i punti 
B y 8' fra loro corrispondenti; quindi le rette stesse saranno fra 
loro corrispondenti; e per conseguenza saranno nel piano unito 
0)1,2 fra loro corrispondenti i punti P"i,2, P'"i,2; quindi anche 
le retteP'i i 2P /, i,2, P"i,2P'"i,s, le quali, passando rispettivamente 
per i punti P"i f 1 , P n, \ ì \ della retta unita r ]t \ , ci dicono che sono 
corrispondenti i punti P"i,i, P'"i,i; epperò in A\ sono intanto 
riuniti due punti uniti sulla retta ri,r, perchè è armonica per 
costruzione la forma: 

A x P" lA P\ x F\ x . 
Ma per essere armonico il fascio di raggi: 

^(P^lP\2P'l,*P"'l,0 

e i raggi 

A\ Pi, 2, -^iP"i,t; 

^1 P"l,2Ì A\P tn \ % % . 

fra loro corrispondenti, ne segue che nella retta r XiX coincidono 
i raggi uniti dei due fasci A\ projettivi, corrispondenti, sovrapposti, 
giacenti nel piano unito «1,2. E perchè in A\ sono pure riuniti 
i punti uniti delle due punteggiate projettive corrispondenti sulla 
retta ri, 1 , cosi ne segue necessariamente che in A\ cadono i tre 
punti uniti di due sistemi piani corrispondenti sul piano «1,2; e 
nella retta r\ t \ cadono le tre rette unite dei sistemi stessi. Quindi, 
projettando da A^ otterremo due stelle A* projettive, sovrapposte, 
fra loro corrispondenti, che avranno i tre piani uniti coincidenti 
nel piano Aftr Ì9 \; e tre raggi uniti coincidenti nella retta A x A t . 
Dunque il caso ora considerato è precisamente quello in cui in 
A\ cadono tre punti uniti dei due sistemi omografici Z, £' dello 
spazio; nel piano <4eri, t cadono tre piani uniti dei sistemi stessi; 
e finalmente in ciascuna delle rette f\,\, À\A 9 vengono a coin- 
cidere tre rette unite dei sistemi stessi. Sostanzialmente poi si 
può dire che in questo caso i due sistemi omografici hanno due 
punti, due piani uniti e due rette unite. 
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9. Veniamo ora all' ultimo caso e) in cui h = i ed t\ =. 4. In- 
tanto avremo il punto unito A\\ la retta unita r\ t \ passante per 
A\\ il piano unito wi |8 passante per r\ % \. Gli spazi 8"* . } , S'"* . ] 
non saranno altro che i punti P"i, 3 , P'"i,3> i quali saranno 
, adunque i punti B 9 B' che insieme alle quattro coppie 

AxAn P',,iP"i,,; P'i.%P\m P'i,tP"i.i 

di punti corrispondenti servono a determinare l'omografia dello 
spazio, la quale dico ha i suoi elementi uniti coincidenti nel punto 
A\, nel piano *>i,t e nella retta f ]f] . 

Infatti per essere armonico il fascio di piani: 

4P'l,l(i y i.lP"l.8l ,, l.tP'" 1 .t) 

risulta che nella data omografia dello spazio, a quel fascio r ìt \ 
di piani corrisponde un fascio projettivo e sovrapposto in modo 
che nel piano unito A\ P\ P' lf2 = 0*1,2 coincidono i due piani 
uniti dei fasci projettivi stessi. Inoltre sono fra loro corrispon- 
denti le rette: 

P'i,«P"i,8, P"i..i""i,t; 

dunque saranno fra loro corrispondenti i punti 

p\%, p'\t 

del piano unito «1,2. E per essere armonica la forma: 

^i(P'iP"i,«P'i,tP , "i > 

del piano *>],*, ne segue che i due fasci A\ corrispondenti so- 
vrapposti del piano ©i j2 avranno i loro raggi uniti coincidenti 
nel raggio r\ 9 \. E poiché nel piano «i, 2 sono corrispondenti le 
rette : 

p\,*p\*, p\*p'\t, 

cosi sulla retta unita n, 1 sono corrispondenti i punti 

P\x P'\i 
e per essere armonica la forma 

AiP"i,iP , i, ì P m i,i 

ne segue, al solito, che in A\ cadono i due punti uniti delle due 
punteggiate corrispondenti sulla retta unita r\ y \. 
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Si deduce quindi ora che nel punto A\ cadono i tre punti 
uniti dei due sistemi piani corrispondenti sul piano unito ui,*; e 
nella retta ri, 1, coincidono le tre rette unite dei sistemi stessi. 

Segue inoltre che nel piano 0*1,2 coincidono i tre piani uniti 
delle due stelle sovrapposte, corrispondenti, aventi il centro in A\\ 
e nel raggio r\ t \ coincidono i tre raggi uniti delle stelle stesse. 
Dunque in A\ coincidono i quattro punti uniti; e in w 1)2 i quattro 
piani uniti; ed in t\ y \ le sei rette unite dei due sistemi omografici 
2, 2' dati nello spazio. 

10. Il metodo ora dato per costruire le omografie dello spazio 
con un numero finito di elementi uniti è subito applicabile alla 
costruzione delle varie specie di sistemi piani projettivi sovrap- 
posti non omologici ne involutori. In tal caso i punti A< sono 
tre al più A\ y A*, A%> formanti i vertici di un triangolo; cioè h ha 
al più il valore 3, essendo: 

e\ + *% + ih = 3. 

Quindi si hanno i casi indicati coi seguenti simboli: 
a) [1 1 1]. 
*; [2 1]. 

■ [3]. 

che sono i casi già trovati. Nel i.° l'omografia ha un triangolo 
unito; nel 2. due punti e due rette unite, in uno dei punti e 
in una delle rette, essendo riuniti due elementi uniti. Finalmente 
nel 3. hanno un punto ed una retta unita in cui sono riuniti 
tutti gli elementi orniti. 

Colla projezione da un centro si estendono le costruzioni 
stesse alle varie specie di omografie della stella che non siano 
involutorie e non siano omologie. 

§ 2. Costruzione delle varie specie di omografie dello spazio eoa una 
infinità di elementi uniti. 

1. Immaginiamo gli h punti uniti A{(i= 1, 2. ...hi) (h < 4) 
distribuiti in gruppi; per modo che in ogni sistema di gruppi vi 
sia almeno un gruppo di due o di tre punti al più. Un sistema 
di gruppi non potrà contenere che tre gruppi al più, sicché siano 
in generale: 



GEOMETRIA PROJETTIVA. 369 

i tre gruppi che può contenere un sistema; e siano fi, ^«-«f*; 
fi> ft'"fc gì 9 gt---gm i numeri interi coordinati rispettivamente 
ai punti del primo, del secondo e del terzo gruppo; essendo 
come precedentemente: 

ti + t2+.-- + tk+f\+f2+--*+fi + gi + g*>.. + gm—4 

ed i numeri tu fi> gi variabili da i a 4. 

Supponiamo altresì, come precedentemente, eseguite per cia- 
scun punto Ai le costruzioni corrispondenti al numero intero ad 
esso coordinato; e al solito avremo gli spazi S" fc .i, S w fc -i co- 
struiti come si è detto al n.° 3 del § precedente. Per ciascun 
sistema di gruppi, anziché assumere arbitrariamente negli spazi 
S** - 1, 8 m h - 1 i punti B, B 1 fra loro corrispondenti, e che servono 
a determinare (unitamente ai punti uniti A t ed alle altre coppie 
costruite di punti corrispondenti) una corrispondenza omografica P 
dello spazio, li assumeremo in un modo speciale, che risulterà fra 
breve. 

Intanto indicheremo con 

[(ti**....fO (/i/i- •••/<) (gig*~--g*d] 

l'omografia P determinata, nel modo che sarà ora detto, dal si- 
stema di tre gruppi (a) rispettivamente (}i k> /, m punti. 

Quindi, per l'ipotesi fatta sui numeri e i9 f iy g iy si avranno le 
seguenti otto omografie distinte relative agli otto sistemi diversi 
di gruppi che si possono formare; cioè: 



«; [(n)(n)] 

*; [(noi] 

e) [00 "] 

d) [2(11)]. 



e) [(21)1] 

f) ' [(2ii)] 
i) [(**)] 

V [(31)]; 



ove sono ommesse, dentro le prime, le seconde parentesi quando 
il gruppo è composto di un sol punto. 

2. Ciò posto, indichiamo sempre, come si è fatto anche prima, 
con S p uno spazio lineare di specie p, composto di punti, cioè 
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lo spazio stesso, oppure un piano qualunque, od una retta, od 
un punto corrente di esso; secondo che sia rispettivamente 

p = 3, 2, 1, o. 

Rammentiamo inoltre che gli spazi uniti S<, r relativi ad un punto 
Ai a cui è coordinato il numero e { sonò S<,iS,-, *...S*,* -28*,*.. 
(vedi n. ! 3 e 4 § 1). 

Ciò posto, indichiamo con à il numero dei gruppi contenuti 
nel sistema generico 

(A\A t ....Ax) (A k +i A k + t ....A h + {) 

e rappresentiamo con Ss-*, Ss-j.... i seguenti sistemi di spazi: 

"it»,-»*"* "*»%-•» "k+iif,-!"" "k+i.fj-t» 

8i,# t -f— 8|,^., 5 8 1+l , f( . t .... 8 fc+llf ^, 

intendendo che quando l'indice t { . r .... è negativo 8<,,,. ,.•••• non 
indica alcun spazio, cioè lo spazio stesso 8<,*._ r deve allora es- 
sere soppresso. 

Inoltre se per gli spazi stessi Ss-*, S3-1, immaginiamo 

condotti degli spazi di dimensione immediatamente superiore; 

quindi degli spàzi che indicheremo con S3-fc.f1> Ss_f + i, 

questi potranno avere in comune uno spazio S p che taglierà o 
sarà tagliato dagli spazi S\ . 1 , S" * . 1 rispettivamente in due spazi 
8fy-i, S"^- 1 - In questi due spazi prenderemo i punti U, B' fra 
loro corrispondenti, che insieme ai punti uniti A { e alle coppie 
costruite (vedi n. ! 3e4§i)di punti corrispondenti, serviranno 
a determinare Tomografia dello spazio relativo al sistema consi- 
derato di gruppi; e che sarà un caso di omografia ad una infinità 
di elementi uniti. 

3. Per provare questo non abbiamo altro che da applicare le 
costruzioni indicate ora a ciascun sistema di gruppi. 

Per Tomografia a) ossia 

k« 01 

che, per maggior chiarezza, indicheremo anche con 



L (' J' 
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avremo j=2,ci = /=2, quindi: 

1 

8$ - k = -^8^4 
Ss - 1 = A\A% 

Gli spazi Ss - * ^ 1 , Ss - 1 + 1 condotti per le rette AzA 4 , A\A* 
saranno piani i quali si segano in una retta r che si appoggia 
quindi alle rette A% A4 , A\ A%. La retta r è contenuta negli spazi 
8'h - 1 , 9 n h - 1 , che in questo caso coincidono collo spazio stesso 
Ss, come abbiamo già notato nel caso dell'omografia [un]; 
e la retta r stessa costituisce adunque in questo caso gli spazi 
8fy-i> 8'''<}-i; e i punti corrispondenti B 9 B 1 si debbono assu- 
mere su di essa; e si ha evidentemente Tomografia con una pun- 
teggiata unita ed un asse unito in ciascuna delle rette A X A^ A % A±. 

Nel caso b), che indicheremo anche con 

(Ai Ai A z ) A4 



rtAiAjA z )A 4 -] 
L (in) 1 J> 



si ha ancora i= 2 ; k = 3, l = 1 ed 

S 8 -fc=So = ^4 Ss-i = Ss= AiAtAz 

» 

Quindi anche qui gli spazi S"j . 1, S'"<? . 1 coincidono con una 
retta condotta arbitrariamente per A 4y sulla quale vanno presi i 
due punti corrispondenti B,B 9 ; e. si hanno cosi due sistemi omo- 
logici, di cui A4 è il centro di omologia; ed A\A%A* il piano di 
omologia. 

Il caso e) lo indicheremo anche con 



[ 



(A x Ai) A*A 4 -\ 
(11) iiJ ; 



e si avrà 3 = 3, h = 2, / = m = 1, ed 

Ss - k = Si = -^3^4 
Ss-i = Ss = A1A2A4 
83 . m = % = Ai A% A3. 

Gli spazi 8"cJ-i, Sf r J-i coincidono con un piano condotto 
arbitrariamente per la retta A3A4; onde in questo piano vanno 
presi i punti corrispondenti B, B'; e si ha così Tomografia che ha 
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un asse unito nella retta A%A±\ ed una punteggiata unita nella 
retta A\ A*. Due punti corrispondenti sono congiunti da una retta 
che sega costantemente Tasse unito A$Aa. 
i Pel caso d) 9 che indicheremo anche con 

rA x (AA s )l 

L 2 (II) J' 

avremo d = 2; k = 1, / = 2; quindi 

Ss- h = A\AtA$ = 82 83- 1 = Si = Si,i 

essendo adunque Si,i una retta condotta per A x (vedi n^j e 4 § 1). 

In questo caso 8"*. 1 non è altro che il piano P'^AA, e 
S f "*-v il. piano P\ 1^2-^3. Gli spazi 8"$. 1, S ,f 'j-i non sono 
altro che le rette secondo cui un piano condotto arbitrariamente 
per la retta 81,1 sega i piani 8'\-i, 8 w \-i. Queste rette passe- 
ranno per i punti P^i, 1, P'"i,i della retta 84,1 e si taglieranno in 
un punto H della retta A*A 3 . Sulle rette S'^-i, S w j-i rispetti- 
vamente vanno assunti adunque i punti corrispondenti B> B\ 

Al solito per essere corrispondenti i piani 8"* - \ , ff"* - 1 sa- 
ranno anche corrispondenti sulla retta Si, 1 i punti P"i,i, P w i,i; 
e per essere armonica la forma A\ P"^ 1 P\ ì 1 P m ìf \ sulla retta unita 
Si, 1 coincideranno in Ai i due elementi uniti delle due punteg- 
giate corrispondenti Si,i. Il piano condotto per Si, 1 è un piano 
unito; quindi è unito il punto H ove si tagliano le rette corri- 
spondenti BP"i,i, <B'P'"i f i. Cioè la retta unita AfA% contenendo 
tre punti uniti Af 9 A$ f H b una punteggiata unita, e la retta Si t i 
un asse unito. In altri termini il caso ora considerato è il caso 
limite del precedente, quando i due punti uniti sull'asse unito 
vengono a coincidere in un sol punto. 

Consideriamo ora il caso e) che indicheremo anche con 

r (AiA*) A -1 
L (2 1) 1 J 

Avremo 3 = 2, k = 2, / = 1, e quindi: 

83 - h = Si = A\A$ 

83 - 1 = 82 = Si, 1 Af 

ove con Si, 1 s'intende una retta condotta arbitrariamente per A\ 
(vedi n. 1 3 e 4 § 1). 
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Gli spazi 8"* . 1 , 8" 'h - 1 sono come precedentemente i due 
piani P y M, ^1,144 

Il piano condotto arbitrariamente per AiA$ sega i piani S*\ . i , 
S'"fr. 1 nelle rette r, r' passanti per A$; su queste rette si deb- 
bono assumere i punti 5, B 1 per determinare Tomografia, la quale 
ha per asse unito la retta A\A%\ per punteggiata unita la retta 
A X A%\ è un caso limite del caso e) quando la punteggiata unita 
passa per uno dei punti uniti dell'asse unito. 

Nel caso f) y che indicheremo anche con 

(AiA*A$) 



r {A X A 2 A Z ) 1 
L (2 il) J' 



avremo d= i, k= 3. Lo spazio Ss-* sarà il punto stesso A Ì9 
per il quale passerà la retta unita 81,1 = r\ t \. Conducendo per Ai 
un'altra retta l ad arbitrio a tagliare i piani: 

S\ . 1 = P\ 1 A t A t9 S'\ - , = P'\ x A*A Z 

i punti B y B 9 in cui essa sega i piani stessi rispettivamente, sa- 
ranno i punti corrispondenti che servono a completare la corri- 
spondenza considerata, la quale è evidentemente un'ojnologia, di 
cui A\ è il centro ed A\A*A% il piano. 

Nel caso g), che indicheremo anche con 

r ('Mo 1 

L (22) J' 

avremo sempre J=i, k = 2 e lo spazio Ss-* sarà la retta 
Si = A\ A*. Gli spazi S'\ . i , S"\ - 1 non sono altro che le rette 
S"* . 1 = P\ 1 P\ 1 , 8'"* . 1 = P'\ ! P'\ i , ove i punti P\ 1; . . . 
sono al solito presi sulle rette r^i, r* t i unite condotte arbitra- 
riamente per i punti A\ 9 A* in modo da essere armoniche le 
forme: 

-«2 r *, 1 " 2, 1 r 2, 1. 

Lo spazio 83 - fc -f 1 sarà un piano condotto arbitrariamente 
per Ai A* che sega le rette P'\ t 1 P\ 1 , P"\, 1 P"'%, 1 nei punti B, B' 
fra loro corrispondenti e che servono al solito a determinare la 
corrispondenza considerata, la quale risulta subito essere il caso 
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limite della a), quando l'asse unito e la punteggiata unita coin- 
cidono in una sola retta A\A*. 

Infatti per la retta A x At passano tre piani uniti; dunque A X A 2 
è un asse unito. Diciamo H il punto ove BB 1 sega A\A%\ ed 

osserviamo chele rette A X A 2 , P'i,iP'*,i> P"i,iP"*,i> i*"i. 1 P w *. 1 
sono generatrici di un sistema R (2) di una quadrìca gobba 8W 
corrispondente a se stessa nella determinata omografia; e che 
l'altro sistema R/ 2) di generatrici è individuato dalle rette unite 
n,i> rs, 1 condotte per A\, A t e dalla BB 1 . Segue da ciò subito 
che BB* dovrà tagliare P r i,iP r f,i; e quindi BB 1 è una retta unita 
ed H un punto unito. Onde risulta che R, (2j sarà formato di tutte 
rette unite; ed inoltre che il piano a unito delle rette A\A^ 9 BBf 
sarà il piano dei raggi uniti nelle due stelle H omologiche, fra 
loro corrispondenti nella omografia individuata. 

Il piano a è il piano tangente in H alla quadrica S (2 >; quindi, 
riassumendo, seguono le seguenti proprietà dell'omografia co- 
struita : 

La retta AiAg è appunto una punteggiata unita. Sono unite le 
rette che congiungono le varie (toppic di punti corrispondenti; e for- 
mano un sistema Z t ; che i il luogo dei fasci di raggi che, avendo 
i centri sulla retta A1A2 e i piani passanti per la retta stessa, i 
centri dei fasci formano una punteggiata projettiva al fascio dei loro 
piani; essendo fra loro corrispondenti il centro ed il piano di uno 
stesso fascio. 

Nell'ultimo caso, che indicheremo anche con 

r omo 1 

avremo ancora d=i> k — 2, ed 83 .* non sarà altro che una 
retta unita Si, 1 = n, 1 condotta arbitrariamente per Ai. Ss _ h + 1 
sarà un piano « condotto arbitrariamente per quella retta per la 
quale passa un altro piano unito «1,2 = 81,2 della omografia. 

Nella retta r\ t \ sono presi i punti P'i,i, P"i,i, P m i,i in modo 
da essere armonica la forma 

W ^iPViP'i.iP'V 

e nel piano «i,« sono presi i punti P'i,2> P"i,t> P'\* in modo 
da essere armonica la forma: 

-<i (^1,1^1.1^1.1^1,0 
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e che le rette P l \ ì %P 9l \ t t y P'\ t 2P n '\ % 2 passino rispettivamente per 

P"i,iP'\i (vedi n.i 3 e 4$ 0- 

Gli spazi 8>' h . i , 8 ,M 4 - 1 non sono altro che le rette 

1 = P \ t t^2y tn = P \ 9 tAt 

ed i punti B, B f > che qui, come precedentemente, surrogano gli spazi 
8"<J- ij S w, j- i, sono quelli ove il piano o> sega le rette . stesse Z, tn. 
Abbiamo cosi determinata una omografia nella quale evidente- 
mente la retta n t \ passante per A\ è un asse unito; perchè per 
t\ % i passano i tre piani uniti o>i,2, o> ed r\ t \ . A*. Le rette fi, 2 4, 
P* Ì% \ % %A% sono corrispondenti; quindi anche P\t 9 P'"ì 9 t nel piano 
unito w, 2 sono corrispondenti; onde risulta subito che lo sono 
anche i punti P"i,i, P'\ 1 della retta ri, 1; e che quindi per es- 
sere armonica la forma (a), le due punteggiate corrispondenti 
sopra r ìf \ hanno i due elementi uniti coincidenti in A\. 

Cosi anche i due fasci di piani corrispondenti aventi per asse 
la retta A\A% hanno i loro piani uniti coincidenti nel piano 
n,i • A 2 = (*'; onde, essendo omologiche le stelle corrispondenti 
aventi il centro in A\ ed aventi per piano di omologia necessa- 
riamente o>', ne segue che sul piano w' sono omologici necessa- 
riamente i sistemi corrispondenti nella omografia costruita; e che 
di più Tasse di omologia è la retta A\A* che è quindi una pun- 
teggiata unita nella data omografia. In altri termini Tomografia 
considerata è un caso limite della e) quando nel piano e nel punto 
comuni all'asse unito ed alla punteggiata unita coincidono rispet- 
tivamente i due piani uniti della punteggiata e i due punti uniti 
dell'asse. 

Il metodo che abbiamo dato per costruire tutte le omografie 
dello spazio ad un'infinità di elementi uniti, si applica pure al 
piano, per costruire le omografie che hanno un'infinità di punti 
uniti, cioè le omologie ; e si avrebbero cosi le due specie di omo- 
logie [(1 1)1], [(21)] già trovate, col centro cioè fuori del- 
l'asse e col centro sull'asse. 

Notiamo poi che non abbiamo supposti i gruppi di un sistema 
composti di un sol elemento; perchè la costruzione ora data ci 
farebbe ritornare alle omografie già costruite prima con un nu- 
mero finito di elementi uniti. 
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CAPITOLO XIII. 
Delle corrispondenze univoche arazionali del piano e dello spazio. 



§ I. Corrispondenze quadratiche del piano. — Loro applicazione alla 
costruzione di linee piane algebriche d' ordine qualunque e alla ri' 
soluzione di problemi relativi a quelle linee. 

1. Le involuzioni projettive e le forme elementari proiettive 
del piano ci danno il modo di costruire curve ed inviluppi piani 
algebrici. 

Un altro modo di descrizione di curve algebriche mediante 
curve assunte di ordine minore, e in particolare mediante rette, 
è quello dato dalle corrispondenze univoche ragionali. Cominciamo 
a costruire le corrispondenze univoche quadratiche. Perciò siano dati 
due piani *, o t ; e prendiamo in essi rispettivamente i fasci S 9 S 9 
di raggi che supponiamo inoltre riferiti fra loro projettivamente. 
Supponiamo ancora che i due piani o e a, siano riferiti fra loro 
reciprocamente, allora ogni punto X preso ad arbitrio in a indi- 
vidua un raggio SX del fascio 5 a cui corrisponde un raggio 
S'X 1 nel fascio 5'. Quest'ultimo viene tagliato dalla retta re- 
ciproca di X in un punto X\ il quale individua evidentemente 
in modo analogo X. Abbiamo cosi posta una corrispondenza uni- 
voca fra i piani punteggiati a, a, la quale è a dirsi del 2.° ordine 
o quadratica, perchè ai punti di una retta p di a corrispondono 
i punti di una conica C p O in *,. Ed invero alla punteggiata p è 
reciproco in a un fascio di raggi proiettivo alla punteggiata; ed 
il fascio stesso di raggi è riferito, in modo determinato, projetti- 
vamente al fascio 5': ed il prodotto dei due fasci è la curva C p W, 
corrispondente alla retta p. 

2. Nella corrispondenza univoca di i.° ordine o lineare, cioè 
nella corrispondenza fra gli elementi di due sistemi piani proiet- 
tivi, non vi hanno puuti eccezionali: ogni punto dell' un sistema 
ha determinato in modo unico il suo corrispondente nell'altro. 
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Nella corrispondenza quadratica vi sono elementi eccezionali che 
noi vogliamo ora determinare. Intanto il punto 5 è un punto 
eccezionale di in quanto che ad 5 corrispondono evidentemente 
in a, tutti i punti della retta s 9 reciproca del punto 5; e non po- 
tremo avere, fuori di 5, altri punti X eccezionali in 0, fintantoché 
la retta di 0, reciproca di un punto X di non va a coincidere 
col raggio del fascio 5' che corrisponde al raggio SX del fascio 5. 

Dunque se altri punti eccezionali esistono in sono da cer- 
carsi sulla retta 5 di a reciproca del punto S' di a t . 

Ora alla punteggiata s è reciproca in a, il fascio 5' referito 
così projettivamente alla punteggiata s. Il fascio 5' reciproco di s 
viene quindi ad essere riferito projettivamente al fascio 5' proiet- 
tivo al fascio 5 di cr: in alcri termini abbiamo col centro 5' due 
fasci projettivi sovrapposti di raggi, i cui raggi uniti *', u' sono 
tali che hanno per reciproci in due punti T, U della retta s 
eccezionali: cioè ai punti T ed U di corrispondono rispettiva- 
mente in 9, i vari punti di f ed vi. Abbiamo cosi determinato i 
punti S, T, U eccezionali per 0. Ponendo sft 9 = IP, sV = T' sa- 
ranno allo stesso modo 5', T\U* i soli punti eccezionali di o*; 
ed avranno rispettivamente per corrispondenti i vari punti delle 
loro rette reciproche s 9 1, u in 0. 

1 triangoli STU 9 S'T'U 1 saranno adunque formati dai punti e 
dalle linee eccezionali, che chiameremo principali o fondamentali 
dei piani stessi 0, cr,. 

Poiché una retta p presa arbitrariamente in a sega i lati del 
triangolo STU ciascuno in un punto; cosi è chiaro che alle rette 
dÌ0 corrispondono le coniche di 1 circoscritte al triangolo S'T'U', 
le quali formano appunto una rete; cioè per ogni coppia di punti 
dati del piano passa una conica del sistema; come per ogni coppia 
di punti dati dal piano passa una retta di esso. Quindi viceversa 
ad una conica di <J t passante per S'TU* corrisponde una retta in a. 

Similmente alle rette di a l corrispondono le coniche della rete 
formata da tutte le coniche di a circoscritte al triangolo STU. 
Viceversa poi ad una conica della rete nominata di corrisponde 
una retta di a t . 

3. Ad una curva algebrica 0> dell 9 ordine n dell' un piano 
corrisponde una curva algebrica C* a ) in <j t dell' ordine 2n, la quale 
ha tre punti n* u nei fondamentali S'T'U' di 0,. 
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Infatti se p* è una retta presa arbitrariamente in a, corrispon- 
derà ad essa in cr una conica C p »> 8) che segherà C< n > in 2» punti 
al più a cui corrisponderanno in or, i punti in cui p 1 taglia la 
la curva C< 2w) corrispondente di CW; onde C< 2n) sarà dell'or- 
dine 2n. ** 

Una retta t condotta per uno 5 dei punti fondamentali di a 
sega C (n) in n punti al più. A questi n punti corrispondono quelli 
in cui una retta t f condotta per S' sega ulteriormente C<**>; cioè 
è a ritenersi che t sega C (2n > in n punti coincidenti in S'; ep- 
perciò S f è a dirsi im /w»to multiplo secondo n />er C<* n \ 

Del resto poi si vede appunto che il punto generatore della 
curva C& n) passa in generale n volte per S'; e così per ogni altro 
dei punti fondamentali. Infatti s taglia in generale C (n) in n punti 
a ciascuno dei quali corrisponde un punto di C( ?n > che cade in 5'. 

In particolare adunqne ad una conica C (2 > di a corrisponderà 
in <j, una curva C, < 4 > del 4. ordine che avrà tre punti doppi nei 
punti S'T'V. 

Se la conica C (2) passasse per uno 5 dei punti fondamentali 
di ex, allora la curva corrispondente in a si spezzerebbe nella 
retta fondamentale 5' corrispondente al solo punto 5 e in una 
curva CW> del 3. ordine che sarebbe l'effettiva corrispondente 
dalla conica C^; e la cubica C ,3 > avrebbe in 5' un punto doppio 
e in T', U' due punti semplici. In generale se C (n) ha un punto 
r^ to 5, cioè il punto generatore della linea C^ passa r volte per 
uno 5 dei punti fondamentali di or, l'effettiva curva corrispondente 
sarà dell'ordine 2n — r ed avrà in 5' un punto « pto e negli altri 
due punti fondamentali T\ U' due punti multipli secondo n — r. 

4. Dunque ad una rete (SPQ) di coniche di a passanti per 
i punti 5, P, Q corrisponderà in a, una rete (S'T'U'FQ') di 
cubiche che hanno in 5' un punto doppio e che passano inoltre 
per i punti fondamentali V,U' e per i punti P\ Q corrispon- 
denti di P, Q. Se immaginiamo ora un nuovo piano <x« e po- 
niamo fra a e <r # una corrispondenza quadratica per modo che i 
punti principali di <r siano 5, P, Q e i punti principali di <r # siano 
5 , P # , Q«; allora alla rete (SPQ) di coniche di a corrisponde- 
ranno le rette di <x„ e viceversa; sicché verremo evidentemente a 
porre una corrispondenza univoca fra a a e a, per modo che alle 
rette di a # corrispondono in a t le cubiche della rete (ST' 1/7*2')- 
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Ma risulta subito inoltre che, se indichiamo con T # , U i 
punti di (x 9 che corrispondono ai punti T, U di a, alle rette di 
<t, corrispondono in a reciprocamente le cubiche della rete 
(5 T # U 9 P, 20 formata di tutte le cubiche che hanno un punto 
doppio in 5 # e che passano per i quattro punti T,, C7 # , P # , Q r 

Abbiamo 'cosi posto fra i plani cr # , or, una corrispondenza uni- 
voca che è a dirsi del 3. ordine perchè alle rette dell' un piano 
corrispondono curve del 3. ordine nell'altro. I punti 5 # , T t , U 9ì P # , Q 9 
sono i punti fondamentali di <r . 

Al punto 5 corrispondono tutti i punti di una conica di a v 
e precisamente della conica che corrisponde alla retta PQ di ? 
nella corrispondenza quadratica fra a e a t ; ed S t si dice perciò un 
punto fondamentale di 2.* ordine. 

Agli altri punti fondamentali di ?, corrispondono i vari punti 
di altrettante rette di <j,; perciò i punti T t , I7 , P t , Q % si dicono 
punti fondamentali di i.° ordine. 

Egualmente nel piano a, abbiamo i punti fondamentali 5', T\ 
C7 1 , F, Q dei quali 5' è punto fondamentale di 2. ordine» e gli 
altri punti fondamentali del i.° ordine. 

Si vede cosi indicata la via per ottenere, con successive cor- 
rispondenze quadratiche, corrispondenze univoche d'ordine qua* 
lunque n; vale a dire si vede che con successive trasformazioni 
quadratiche si possono trasformare le rette di un piano nelle curve 
algebriche di una rete di curve d'ordine qualunque n> che pre- 
sentano punti multipli; ossia singolarità ordinarie di ordine. Tali 
reti diconsi otnoloidiche. 

5. È bene da ultimo notare i vari modi con cui si può co- 
struire una corrispondenza quadratica. Nella posta corrispondenza 
quadratica fra i piani a, <r, siano £, E 9 due punti corrispondenti. 

È subito visto che ai fasci projettivi S ed 5' (vedi n. d 1) si 
possono sostituire i fasci T, V riferiti fra loro projettivamente 
per essere fra loro corrispondenti le terne di raggi: 

T(USE) T'(S'U'E') 

oppure i fasci U> U 9 riferiti fra loro projettivamente coll'essere 
corrispondenti le terne di raggi: 

V(STE) U'(T'S'E'). 
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Segue di, qui che delle tre coppie 5,5'; T 9 T r ; 17, U 1 di fasci 
di raggi riferiti fra loro prò j etti vamente, assuntene due, ogni 
punto Z' di et corrispondente di un punto Z preso in a è l'in- 
tersezione dei due raggi che corrispondono a quelli che nei dne 
fasci considerati projettano Z. 

In questo modo la corrispondenza lineare si presenta come 
caso particolare della quadratica quando al raggio che unisce i 
centri dei due fasci nell'un piano corrisponde il raggio che 
unisce i centri dei due fasci dell'altro cr p sia che tale raggio si 
consideri appartenente all'uno od all'altro dei due fasci di cr. 

Osserviamo poi che la corrispondenza quadratica è prodotta ' 
anche da due corrispondenze reciproche fra gli elementi dei due 
piani a, a t ; ogni punto Z di a ha per corrispondente in a t il punto 
ove si segano le due rette corrispondenti di Z nelle due corri- 
spondenze reciproche considerate. Le coppie di rette reciproche 
in cr, ad un punto Z di cr, sono poi coppie di rette corrispon- 
denti in due sistemi piani projettivi sovrapposti in a r 

Gli elementi uniti di tali sistemi formano appunto i punti prin- 
cipali e le rette principali del piano cr, stesso. Cosi dicasi per 0. 

6. Supponiamo ora che i piani cr e cr, siano sovrapposti cioè 
trasformiamo quadraticamente un piano in se stesso. 

Se immaginiamo la corrispondenza determinata da due coppie 
di fasci projettivi, questi produrranno due coniche che si taglie- 
ranno nei quattro punti uniti della corrispondenza. 

Inoltre se immaginiamo la coppia di tangenti a ciascuna co- 
nica nei centri dei suoi fasci generatori, i punti di concorso di 
tali coppie di tangenti sono uniti da una retta sulla quale avremo, 
in generale, una coppia M, M 1 di poli armonici rispetto alle due 
coniche. 

I punti M, M f costituiscono anche una coppia di punti fra 
loro corrispondenti in doppio modo nella corrispondenza quadratica 
posta fra i punti del piano. 

7. Vogliamo ora cercare quali siano le corrispondenze qua- 
dratiche in cui i punti di ogni coppia di punti corrispondenti si 
corrispondono in doppio modo; in altri termini vogliamo ora cer- 
care le corrispondenze quadratiche involutorie, cioè quelle nelle 
quali ad un punto corrisponde sempre il medesimo punto, sia che 
il punto si riguardi appartenente all'una figura od alla sua trasfor- 
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mata. Ciò accadrà quando i due fasci projettivi 5, S f (vedi n.° i) 
essendo sovrapposti sono inoltre in involuzione o congruenti; ed i 
due sistemi piani reciproci sovrapposti formano un sistema polare. 

Sia A t il centro dei due fasci in involuzione; per A % passerà 
in generale una coppia di rette fra loro conjugate nell'involuzione 
e nel sistema polare dato. 

Inoltre il punto A x avrà la sua retta polare a t che segherà le due 
rette a tJ a % nominate nei punti a x a t = A t9 a % a x — A t ; il triangolo 
A x A % A t sarà il triangolo degli elementi principali della cercata 
trasformazione quadratica. Inoltre i raggi doppi dell'involuzione 
di raggi segheranno la conica direttrice del sistema polare nei 
punti uniti della trasformazione, che qui saranno detti punti doppi. 

8. Consideriamo ora il caso che i due fasci projettivi e sovrap- 
posti siano congruenti; cioè formino quindi un solo fascio 5. 

Ogni punto Z ha per corrispondente il punto ZI secondo cui 
la retta ^ t , polare di Z nel sistema polare dato per determinare 
la corrispondenza involutoria, sega il raggio SZ. 

In altri termini due punti corrispondenti non sono altro che 
poli armonici, allineati con 5, rispetto alla conica C^ direttrice 
del sistema polare. La conica CW è evidentemente composta di 
punti doppi ed è detta perciò conica doppia. La retta polare di 5 
seghi la conica (fig. 130) nei punti T, U: i punti T, 5, U sono 
in tal caso i punti principali della corrispondenza, inquantochè 
ad essi corrispondono rispettivamente i vari punti delle loro rette 
polari rispetto alla conica doppia C&. Per proprietà già date in 
addietro risulta che per avere il corrispondente di un punto M, 
basta unire N con uno dei due punti Te U, p. es. con U; 
indi trovare il punto K dove MU sega ulteriormente la conica 
doppia. 

Il punto M 9 =:KT . MS è allora il corrispondente di A4 nella 
corrispondenza quadratica involutoria determinata per il punto prin- 
cipale 5 e la sua conica doppia C< 2 >. 

La corrispondenza involutoria ora considerata presenta eviden- 
temente molta analogia colla omologia armonica nel piano; ed è 
perciò anche detta omologia armonica di 2. ordine; mentre l'or- 
dinaria omologia è detta del i.° ordine. 

Un caso notevole dell'omologia armonica di 2.* ordine è quando 
si assume per conica doppia un cerchio, e per punto fondamentale 
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5 il centro C del cerchio. Se indichiamo con r il raggio del cerchio, 
e con M, M' due punti corrispondenti, si avrà la relazione 



CM. CM' = r\ 



(0 



La relazione scritta rappresenta sopra ciascuna retta t passante 
per C l'involuzione positiva quadratica formata dalle coppie di 
punti corrispondenti che si trovano sulla retta t. Il punto C è 




Fig. 130. 

anche il punto centrale dell'involuzione; gli altri due punti fon- 
damentali della corrispondenza non sono altro che i ponti ciclici 
del piano, cioè la coppie di punti immaginari in cui la retta al- 
V infinito del piano sega tutti i cerchi del piano stesso. Ogni conica 
del piano passante per i punti ciclici è un cerchio, quindi alle 
rette del piano corrispondono i cerchi del piano che passano per 
il punto C. In tal caso l'omologia armonica di 2.° ordine è stata 
detta anche trasformazione per raggi vettori reciproci. 

Se fra i segmenti CM, CM 1 di una retta condotta per C si 
ponesse invece la relazione CM . CM' = — r*, allora l'omologia 
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armonica sarebbe quella individuata col punto C e col sistema 
polare elementare 2, determinato dai cerchio di centro C di 
raggio r : in altri termini due punti corrispondenti sarebbero poli 
armonici di 2 allineati con C. 

Del resto per le relazioni di ordine e le singolarità d'ordine 
fra una curva e la sua trasformata in una corrispondenza qua- 
dratica involutoria, valgono le stesse cose dette per le corrispon- 
denze quadratiche generali. 

Coli' omologia armonica di 2.° ordine possiamo col mezzo di una 
conica descrivere una curva del 3. ordine con un punto doppio; 
una curva del 4. ordine con tre punti doppi o tre cuspidi, ed è 
facile poi il vedere come si possa costruire la tangente in un 
punto di quelle linee ecc. Costruendo la figura corrispondente di 
una curva del 3. ordine in una 2/ omologia armonica potremo 
allora ottenere una curva del 5.* ordine o del 6.° ordine e cosi via. 

Correlativamente poi alle corrispondenze univoche quadratiche 
fra i punti di due piani si possono porre corrispondenze univoche 
quadratiche fra le rette di due piani; e cosi possiamo dall'invi- 
luppo di 1.* classe passare ad un'inviluppo di classe qualunque, 
che presenta le ordinarie singolarità di classe. 

§ 2. Comepondeme univoche quadratiche nello spazio. 

1. Due sistemi di spazio projettivi si dicono anche in corri- 
spondenza univoca di i. d ordine o lineare, perchè ad una retta 
e ad un piano dell'uno spazio corrisponde una retta ed un piano 
dell'altro spazio; cioè ad un luogo del i.° ordine dell'uno spazio 
corrisponde un luogo del i.° ordine dell'altro. Vogliamo invece 
porre due sistemi di spazio 2, 2' in corrispondenza univoca qua* 
dratica, cioè in corrispondenza univoca tale che ad una retta e 
ad un piano dell' uno spazio corrisponda nell'altro rispettivamente 
una conica ed una quadrica, cioè ad un luogo del i.° ordine del- 
l'uno spazio corrisponda un luogo del 2. ordine dell'altro. A 
tal fine trasformiamo 2 reciprocamente nello spazio 2 t e siano 
S ed S' due«telle projettive. Se P è un punto di 2, al raggio PS 
della stella 5 corrisponderà un raggio nella stella 5' che sarà 
tagliato dal piano n reciproco del punto P in un punto P'. Vi- 
ceversa poi il punto P' determina evidentemente in modo ana- 
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logo P; e i pariti P e P variando corrispondentemente descri- 
vono due sistemi di spazio 2, £' nella corrispondenza univoca 
voluta. 

Ed invero se P descrive una retta di 2 risulta subito, dalle 
costruzioni, che P' descrive una conica di 2'; e se P descrive 
un piano di 2, P r descrive una quadrica in 2 1 . 

2. Nelle corrispondenze projettive non- vi sono punti eccezio- 
nali, cioè punti ai quali corrispondono più punti; nelle corrispon- 
denze univoche quadratiche abbiamo punti e luoghi di punti ecce- 
zionali. Ed invero il punto S di 2 è intanto un punto eccezionale; 
ad esso corrispondono i vari punti del piano <r t reciproco di 5 
in 2 f . Egualmente al punto 5' di 2' corrispondono i vari punti 
del piano cr reciproco di 5' in 2. 

Ora altri punti M eccezionali in 2 li potremo avere quando 
il raggio SM della stella 5 ha per corrispondente nella stella S' 
un raggio situato nel piano che in 2, è reciproco del punto 
M di 2. 

Dunque gli altri punti eccezionali di 2 e di 2' sono da cer- 
carsi nei piani 0, <r t . Ora il piano a prospettivo alla stella 5 rife- 
risce reciprocamente due stelle col centro 5' essendo corrispon- 
denti fra loro il raggio della stella 5' corrispondente a quello 
che projetta un punto M del piano a, ed il piano di 2 t reciproco 
di* quel punto di M di 2. Avremo quindi in generale nella stella 
5' un cono quadrico y/ 2) luogo dei raggi per cui passano i loro 
piani corrispondenti nella corrispondenza reciproca posta fra le 
due stelle sovrapposte di centro S'*. Ed avremo pure un cono 
quadrico yW inviluppato dai piani che passano per i loro raggi 
corrispondenti. 

Al cono /,(*> di 2, è reciproca in 2 una conica C& del piano ff, 
a ciascun punto P della quale corrispondono in 2' i vari punti 
di una determinata generatrice del cono 7,®; e precisamente di 
quella che nella stella 5' projettiva alla stella 5 corrisponde al 
raggio 5P. La conica C® è dunque 1* intersezione con a del cono 
quadrico y # W che nella stella S corrisponde al cono /,<* della 
stella S' riferita projettivamente ad 5. 

Il cono poi 7,< 2 > taglia il piano v t in una conica C,<B dello spazio 
2' a ciascun punto della quale corrispondono i vari punti di una 
determinata generatrice del cono 7^. 
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In altri termini il punto 5 e la conica C&, ed il punto S f 
e la conica C,^ costituiscono l'insieme dei punti eccezionali nei 
due spazi 2, 2' in corrispondenza univoca quadratica. Gli elementi 
e le forme di elementi eccezionali si dicono gli elementi e le forme 
principali degli spazi a cui appartengono. 

3. Risulta subito senz'altro: 

Ai punti di una retta g dell 9 un sistema 2 corrispondono nel- 
l'altro 2' i punti di una conica C^ che passa pel punto princi- 
pale S' di 2' e si appoggia in due punti alla conica principale di 
esso sistema; e la punteggiata g e la conica C'W sono riferite fra 
loro projettivamente in modo che ad un punto P di g corrisponde 
in C f W il punto P r corrispondente di P nella corrispondenza qua- 
dratica posta. 

Viceversa poi: 

Ad una conica dell 9 un sistema 2 che passa pel suo punto prin- 
cipale S, e che si appoggi in due punti alla sua conica principale 
C^, corrisponde nelV altro spazio 2! una retta. 

Ai punti di un piano a di 2 corrispondono nelV altro sistema 
2' i punti di una quadrica Sa {2 \ la quale passa pel punto e per 
la conica fondamentale di 2'. 

Viceversa : 

Ad una quadrica S a (,) dell* un sistema 2, passante per il suo 
punto S e la sua conica CW principale corrisponde nell'altro, si- 
stema 2' un piano «'. 

Ed invero basta immaginare in 5a<$ una conica che si ap- 
poggierà in due punti E, F alla conica principale CW. A tre punti 
di tale conica corrisppnderanno tre punti che determinano un 
piano al di 2', al quale è corrispondente la quadrica S a [t) di 2. 

4. Risulta ancora: 

Ad una superficie algebrica dell' ordine n dell' uno spazio 2 cor- 
risponde una superficie algebrica dell' ordine 2n in 2'; e tal super- 
ficie ha un punto n* 10 in S' e contiene la conica fondamentale C t (S > 
come curva nP la . 

Ed invero ad una superficie algebrica 5W dell'ordine n cor- 
risponde una superficie algebrica S/ 2 *) dell'ordine 2«; la quale, 
essendo tagliata da ogni retta passante per S' in n punti soltanto, 
ha in S' un punto, che è a dirsi multiplo secondo n; perchè nel 
punto stesso S' sono riunite n intersezioni della superficie S&*) 

Aicbibbi, Geometria precettiva S5 
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con ogni retta condotta arbitrariamente per 5'. E perchè ciascuna 
generatrice del cono y f W taglia' Sto in n punti al più, così ne 
segue che S/ 2 *) passa n volte per la conica C t W; la quale dicesi 
perciò curva ttf* della superficie S&*. 

Se poi Sto passasse per il punto principale S, allora SP"> si 
spezza nel piano a, corrispondente al solo punto 5 ed in una su- 
perficie 5P"- 1 ) d'ordine 2n — 1 che è l'effettiva corrispondente 
di Sto. La superficie S/ 2 »- 1 ) ha pure in S* un punto n?* , e la 
conica C/ 2 > per curva (n — i)** 1 , ecc. 

Se Sto passasse una volta per C^, allora la superficie corri- 
spondente S/ 2 *-*) è dell'ordine 2» — 2 perchè ai soli punti di C& 
corrispondono i punti del cono quadrico y f W, ecc. 

In particolare ad una quadrica 5<*) corrisponde una superficie 
5,< 4 ) del 4. ordine che ha adunque un punto doppio in 5' e per 
conica doppia C t &\ Se S< 2 ) passa per 5, allora l'effettiva corrispon- 
dente è una superficie 5/ 3 ) del 3. ordine che ha in 5' un punto 
doppio e passa per C t W. Se finalmente S<*> passasse per C<*>, 
allora l'effettiva corrispondente SP) è pure una quadrica passante 
per C,W, ecc. 

Applicando successive trasformazioni quadratiche, dal piano 
possiamo venire alla descrizione di superficie algebriche di ordine 
qualunque e che presentano le ordinarie singolarità di ordine; cioè 
punti multipli. 

Possiamo risolvere anche i problemi fondamentali, incomin- 
ciando a risolverli per superficie di 2. ordine. Cosi possiamo con- 
durre il piano tangente in un punto M 1 della superficie 5 fl (*> del 
4. ordine corrispondente alla quadrica S@). 

Sia M il punto di S< 2 ) corrispondente di M'; immaginiamo 
costruite due coniche che si appoggiano in due punti a C(*>, che 
passano per 5 e siano tangenti in* Ma 5< 2 ): a queste due coniche 
corrisponderanno due rette tangenti in M 1 ad S/ 4 > che determi- 
nano il piano tangente richiesto; che del resto è poi il piano che 
corrisponde alla quadrica di 2 passante per le due coniche co- 
struite e per C®\ ecc. 

5. Ad una curva CW d'ordine m dello spazio 2 corrisponde 
in 2' una curva Q 2m) d'ordine 2m che ha in 5' un punto, che 
è a dirsi mP 10 o multiplo secondo m> perchè in esso sono riunite 
m intersezioni di ogni piano passante per quel punto colla curva 
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C< 2m >,che si appoggia 2m volte alla conica fondamentale C®. Se 
la curva 6'< m ) si appoggia una o due.... o r volte alla conica 
fondamentale C<*) di 2, allora la effettiva corrispondente è una 
curva d'ordine 2m — i, 2tn — 2... 2m — r, ecc.; perchè ad ogni 
punto di C& corrispondono tutti i punti di una retta (vedi n.° 3). 

Cosi ad una conica C,W di 2 corrisponde in 5/ una curva 
C/ 4) del quarto ordine che ha un punto doppio nel punto 5'; 
oppure l'effettiva corrispondente di C& è una cubica gobba o 
una conica secondo che C/*)*si appoggia in uno o due punti alla 
conica principale C<*>. 

Immaginando costruito in un punto P di C,(*) la conica che 
essendo tangente in quel punto a C t <?) passa pel punto princi- 
pale 5 e si appoggia in'due punti a C< ?) , si avrà, nella retta cor- 
rispondente a tal conica, la tangente alla curva gobba C f W nel 
punto P' di essa corrispondente al punto P di C t W. 

6. In generale due curve del piano si tagliano in un numero 
di punti determinati e discontinui. Se due delle intersezioni sono 
consecutive e tendono cioè a coincidere in un sol punto, allora 
le due curve hanno in quel punto la stessa tangente e si dicono 
avere un contatto bipunto, o di i.° ordine. Se tre delle intersezioni 
tendono a coincidere in un sol punto M> le due curve si dicono 
avere in M un contatto tripunto o di 2. ordine e cosi via. 

Nel caso che le due curve abbiano in M un contatto di 2. or- 
dine si dice anche che le due curve si osculano in M. Possiamo 
facilmente costruire la conica che passa per due punti dati A\ B 1 
e che è osculatrice in un dato punto M ad una conica data C (2 > 
(fig. 131). Si projettino i punti A\ B' da M e si trovano i punti A, 5, 
in cui i raggi projettanti MA', MB' segano C<*>. Sia S=AB. AB\ 
allora descrivendo la figura omologica di C<® nell'omologia deter- 
minata dall'avere per centro M, per asse SM e per coppia di rette 
corrispondenti le rette AB y A'B\ si otterrà una nuova conica C ,( *> 
che sarà la conica osculatrice in M alla conica data CV\ Ed in- 
vero le coniche C<*> e C'W avranno in comune il punto 5, ove 
la retta SM sega C&\ e le altre tre intersezioni delle due coniche 
saranno necessariamente riunite in M. Se i punti A\ B' fossero 
i punti ciclici del piano, la conica C'W sarebbe il cerchio oscu- 
latore in M a C<*>. 

Per costruire il cerchio C<*> osculatore in M alla conica C&\ 
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basta immaginare l'involuzione degli angoli retti aventi il ver- 
tice M (fig. 132). Quest'involuzione di raggi segnerà sulla co- 
nica un'involuzione di punti, e sia C il punto ove si segano le 
rette che uniscono le coppie di punti conjugati dell'involuzione 
sulla conica. Sia r la polare di C rispetto alla conica data 0*>; 
ed s la parallela condotta da M ad r. Nell'omologia determinata 
dall'avere per centro M, per asse s e per retta limite del sistema 
a cui appartiene 2 > la retta r, descrivendo la figura omologica 
di CW f otterremo per conica corrispondente un cerchio C^ 2) che 




Fig. 131. 



sarà il cerchio richiesto osculatore in M a C^. D centro del cer- 
chio osculatore sarà il punto O corrispondente a C; il raggio del 
cerchio sarà quindi OM. 

Ciò posto, ritornando alla corrispondenza quadratica dello 
spazio, immaginiamo costruita la conica osculatrice in P ad una 
conica data C/*) di 2, e passante per la coppia di punti in cui 
il piano di CJ& sega la conica principale C^, allora la conica 
cosi costruita e la C<® determinano col punto principale 5 una 
quadrica, a cui corrisponde il piano osculatore in P 1 alla curva 
C/ 4 ), corrispondente della data conica C.W, ecc., ecc. 
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Osserviamo poi che per porre una corrispondenza quadratica 
dello spazio si possono sostituire ai sistemi reciproci Z, Z, due 
stelle reciproche 5 g , S\. 




Flg. 182. 

7. Sono da ultimo da considerarsi le corrispondenze univoche 
quadratiche involutorie, le quali si presentano quando i due spazi 
reciproci 2, Z f formano un sistema polare di spazio, oppure le 
due stelle reciproche S f , S\ formano un sistema polare di una 
stella; e inoltre le due stelle reciproche S, S 9 sono sovrapposte 
ed in involuzione, oppure congruenti. 

Nel caso in cui la corrispondenza involutoria sia determinata 
da una stella 5, ossia da due stelle congruenti in una stella 5, 
e da un sistema polare (2) rispetto ad una quadrica Z<*), la cor- 
rispondenza quadratica involutoria presenta molta analogia col- 
T omologia solida armonica, ed è a dirsi perciò omologia armo- 
nica di 2. ordine. La quadrica ZW è il luogo dei punti uniti, 
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ossia doppi della corrispondenza, e costituisce così la quadrica 
doppia; la conica C& fondamentale, necessariamente la stessa per 
i due spazi 2 e £', non è altro che la conica lungo la quale il 
cono circoscritto a 2 ^ e avente il vertice nel punto principale S 
è tangente a 2 (2) ; in altri termini: C(*> è l'intersezione di 2W 
col piano polare di 5. 

8. Un caso notevole dell' omologia armonica è quando la qua- 
drica £(*) non è altro che una sfera ed il punto principale 5, che 
diremo il centro dell' omologia, è il centro stesso della sfera. La 
conica fondamentale CP> non è altro che il cerchio immaginario 
all'infinito, cioè il luogo delle coppie di punti ciclici dei cerchi 
di ogni sfera dello spazio; ossia la conica immaginaria secondo 
cui ogni sfera dello spazio viene tagliata dal piano all'infinito. 
Sopra ciascun raggio della stella 5 le coppie di punti corrispon- 
denti sono punti conjugati di una medesima involuzione di punti 
di cui il punto centrale è sempre il centro 5 della sfera; e i punti 
doppi sono i punti ove il raggio sega la sfera. Se indichiamo 
quindi con R il raggio della sfera, con MM- due punti corrispon- 
denti, avremo: 

SM .SM' =*(*>. 

Nel caso ora considerato, per la relazione metrica ora scritta 
fra le distanze da 5 a due punti corrispondenti qualsi vogliano , 
l'omologia armonica di 2.° ordine si dice trasformazione per raggi 
vettori reciproci. 

Perchè poi ad una quadrica passante per la conica fondamen- 
tale corrisponde una quadrica passante pure per la conica fonda- 
mentale, cosi ne segue che nella trasformazione per raggi vettori 
reciproci dello spazio, ad una sfera corrisponde una sfera, come 
in quella del piano ad un cerchio corrisponde un cerchio. È bene 
anche notare che la relazione: 

SM.SM' = — R* 

rappresenterebbe invece l'omologia armonica di centro 5, in cui 
sono corrispondenti due poli armonici M, M ' allineati con 5 nel 
sistema polare elementare dello spazio individuato dalla sfera di 
centro 5 e di raggio R. 
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9. Nelle corrispondenze quadratiche considerate non involutorie 
è bene osservare da ultimo come esse ammettono sei punti uniti. 
Ed invero nei due spazi reciproci 2, 2, havvi una quadrica 2P) 
luogo dei punti per cui passano i loro piani corrispondenti. Le 
due stelle projettive 5, 5' producono una cubica C® luogo dei 
punti in cui si tagliano coppie di raggi corrispondenti. I punti 
comuni a C (3 > ed a 2(*) sono i richiesti. 

Le corrispondenze quadratiche fra due spazi punteggiati 2, 2' 
hanno per correlative le corrispondenze quadratiche fra due spazi 
(a), (a') composti di piani. E seguendo cosi il principio di dua- 
lità potremo facilmente porre le proprietà e le costruzioni e con- 
seguenze relative alle corrispondenze univoche quadratiche fra due 
spazi composti di piani. 
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CAPITOLO XIV. 



Sulle forme composte di rette. 



§ I. Definizioni e forme elementari di 7/ e 2* specie. 

1. Una retta g dello spazio è determinata di posizione, se ne 
siano date le projezioni g t9 g % fatte da due centri dati C,, C t sopra 
rispettivi quadri dati a,, a t . Ciascuna projezione è individuata di 
posizione, sul suo quadro, da un sistema di valori attribuiti a due 
parametri indipendenti; onde una retta dello spazio è individuata 
in generale in modo unico da un sistema di valori attribuiti a quattro 
parametri indipendenti. Per questa ragione la totalità U 4 C*> delle 
rette r dello spazio, si dice una forma di 4/ specie o di quattro 
dimensioni. 

Risulta poi che dei quattro parametri bastano due soli per 
determinare una retta che si debba trovare in un dato piano o 
passare per un dato punto dello spazio; e ne basta uno solo per 
determinare il raggio di un fascio, come già si è visto in altro 
modo. 

È facile altresì convincersi che dei quattro parametri ne ba- 
stano tre a determinare una rètta che si debba appoggiare ad 
una retta data; e ne bastano due ed uno solo per determinare 
una retta che si debba appoggiare simultaneamente a due e a 
tre rette date. 

2. In generale quando una retta dello spazio si move con 
una legge geometrica data tale, che ogni posizione della retta si 
riconosca, in qualche modo, determinata da valori attribuiti a p 
parametri indipendenti (p = 1, 2, 3), allora la retta si dirà descri- 
vere una forma di specie p 9 che sarà detta rigata, congruenza 
o complesso, secondo che sia rispettivamente una forma di 1.*, 
di 2.', di 3.* specie, 

3. Per riconoscere la specie di una forma si può far uso dei 
seguenti principi: 
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Si ammetta come evidente, che: se si pub porre una corrispon- 
denza fra gli elementi di due forme, per modo che le due forme siano 
simultaneamente descritte da una coppia variabile di elementi corri- 
spondenti, le due forme sono della stessa specie. 

Se una forma di specie q ne genera una nuova, movendosi con 
una legge tale che in ciascuna posizione la forma mobile sia indi- 
viduata dai valori attribuiti a p parametri indipendenti, la forma 
generata sarà dt specie p -f q. 

4. Per le definizioni date saranno adunque in U 4 P> forme di 
i. a specie le rigate; ed in particolare le superficie coniche e gli 
inviluppi del piano, considerando essenzialmente le forme stesse 
composte delle loro rette. 

Sono quindi in particolare forme di i. 1 specie la rigata di j.° or- 
dine, cioè il fascio di raggi; la rigata di 2.° ordine, cioè un si- 
stema di generatrici di una quadrica; la rigata del ).° ordine, cioè 
il luogo delle rette che si appoggiano in punti distinti a due rette 
a, b che non si tagliano e ad una conica CW che taglia in un 
sol punto una sola a delle due rette a, b. Per ogni punto della 
direttrice a che sega CW in un punto A y passano in generale 
due generatrici della rigata RW; e invece ne passa una sola per 
ogni punto della direttrice b che non sega C< 2 >; gli è perciò che a 
dicesi direttrice rettilinea doppia, b direttrice semplice. 

Risulta subito: 

La rigata R< 8 > è il luogo delle rette in cui si tagliano le coppie 
di piani corrispondenti nella corrispondenza [i 2] determinata dal 
riferire projettivamente, in modo determinato, un' involuzione di piani 
del fascio a al fascio b di piani. 

E quindi: 

La rigata R^ è anche il luogo delle rette che congiungono le coppie 
di punti corrispondenti in una corrispondenza [1 2] determinata dalla 
punteggiata a riferita projettivamente ad una involuzione sulla b. 

E si vede subito inoltre che: 

Rtf) è il luogo delle rette che congiungono le coppie di punti 
corrispondenti della punteggiata b riferita projettivamente alla co- 
nica C< 2) dal fascio a di piani. 

Viceversa : 

Le rette che congiungono le coppie di punti corrispondenti di una 
retta b riferita projettivamente ad una conica C& t una rigata del 
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}.° ordine, che è anche il luogo delle rette che tagliano due rette a, b 
che non si tagliano e la conica C& che taglia in un punto A una a 
delle due rette a, b. 

Infatti la retta b sega il piano di C (t) in un punto B a cui 
corrisponderà in C<*> un punto A, sicché BA sarà una generatrice 
di R®\ D'altra parte pel punto A potremo condurre una retta a 
ad incontrare altre due generatrici di J?( 3 >: allora la rigata deter- 
minata dalle tre direttrici a, b, C& coincide evidentemente colla 
data, mediante due forme projettive. 

Il fascio di raggi e le rigate del 2.° e del 3. ordine saranno 
dette anche le forme elementari di 1.* specie dello spazio J? 4 (2) , 
composto di tutte le rette. 

5. In J? 4 (S) avremo una forma di 2. a specie, ossia una con- 
gruenza, nel piano rigato, nella stella di raggi, nel sistema delle 
corde di una cubica gobba C< 3 ). Il piano rigato è appunto a dirsi 
una congruenza di ordine zero e di 1/ classe, perchè per un 
punto preso arbitrariamente nello spazio non passa alcuna retta 
della forma, mentre in ogni piano dello spazio ve ne ha una. 

La stella è a dirsi congruenza di i.° ordine e di classe zero 
per le ragioni correlative; e finalmente il sistema S t delle corde 
di una cubica C® si è detta congruenza di i.° ordine e di 3.' classe, 
perchè per un punto preso arbitrariamente nello spazio passa una 
sola retta di 2 a ; e in ogni piano dello spazio ve ne ha una al- 
meno e tre al più. 

Le forme di 2. a specie ora considerate e i loro casi particolari 
saranno le forme elementari della 2. 1 specie di RJM; insieme al 
sistema S' t degli assi di un fascio gobbo di 3." classe, correlativo 
al sistema 2, delle corde di una cubica gobba. 

6. Vogliamo ora considerare i casi particolari della congruenza 
2 4 delle corde di una cubica; in altri termini, vogliamo conside- 
rare il sistema delle rette in cui si tagliano le varie coppie di 
piani corrispondenti di due stelle projettive 5, 5', quando non 
siano riferite projettivamente in modo generale; abbiamo cioè, o 
un piano unito a, oppure un raggio unito nel raggio 55' loro 
comune. 

Nel primo caso, è chiaro, che nel piano a è determinata una 
conica C&) luogo dei punti ove si tagliano coppie di raggi cor- 
rispondenti delle due stelle projettive. Inoltre al fascio 55' di 
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piani comuni alle due stelle corrispondono due fasci di piani pro- 
iettivi al fascio SS', e quindi projettivi fra loro; e poiché i tre 
fasci a due a due projettivi hanno il piano unito a, cosi ne segue 
che, oltre la conica C ( *), havvi una retta g luogo di punti in cui 
si tagliano le coppie dei raggi corrispondenti delle due steli* 
projettive. La retta g taglia in un punto la conica C^; perchè Sg, 
S 9 g sono due piani corrispondenti nelle due stelle projettive S, S', 
e tagliati dal piano ol in due raggi che, essendo corrispondenti, 
si tagliano in un punto di C<*>. 

In altre parole la cubica 3 > si spezza in tal caso nella co- 
nica CW e nella retta g che taglia in un punto G la conica 
stessa. 

Il sistema £, delle rette in cui si tagliano le varie coppie di 
piani corrispondenti distinti delle due stelle projettive S, S r è 
formato dalle rette che tagliano in punti distinti la conica C< 8) 
e la retta g; ed è quindi una congruenza di i.° ordine, ma di 
2.* classe. 

7. Consideriamo ora il caso che le due stelle projettive 5, S' 
abbiano un raggio unito nel raggio 55' comune. 

Allora le due stelle projettive potranno avere: 

a) Due piani uniti distinti a, j3 passanti pel raggio unito 55'. 

b) Due piani uniti coincidenti in un sol piano o> passante 
pel raggio stesso 55'. 

e) Una coppia di piani uniti immaginari del fascio 55'. 

8. Nel caso a) vi sarà nel piano a una retta d ì e nel piano /3 
una retta d % luoghi dei punti in cui si tagliano le coppie di raggi 
corrispondenti delle due stelle projettive; sicché la cubica gobba 
CW si spezzerà in tal caso nel sistema delle tre rette 5S', d ti d r 
Il sistema 2, delle rette in cui si tagliano coppie di piani corri- 
spondenti delle due stelle projettive, sarà quello delle rette che 
si appoggiano alle due rette d iy d r 

Per ogni punto preso arbitrariamente nello spazio passa una 
retta della congruenza 2 t e in ogni piano dello spazio havvi una 
retta di essa; quindi Z t dicesi una congruenza del i.° ordine e della 
i. a classe; e, per esprimere insieme questa proprietà, di r.° grado. 

Nel caso particolare che le rette d x> d % si tagliano in un punto 
H del raggio 55', allora le due stelle sono prospettive, perché 
projettano il piano d x d % , e la congruenza £, si compone del piano 
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rigato d,d t e della stella H di raggi ed è però una congruenza di 
i.° grado. 

Nel caso generale che d t , d t non si tagliano, allora la con- 
gruenza 2 t è formata dalle rette unite dell' omografia involutoria 
iperbolica dello spazio determinata dall'avere per punteggiate unite 
e per assi uniti le rette d ti d 9 ; che diconsi in tal caso le diret- 
trici della congruenza 2 8 , luogo adunque delle rette che tagliano 
due rette d %y d t che non sono nello stesso piano. 

9. Nel caso b) vi sarà nel piano unito a> una retta d luogo 
dei punti in cui si tagliano le coppie di raggi corrispondenti delle 
due stelle projettive. Ogni retta di 2, taglia in un punto la retta d; 
e in ogni piano n passante per d havvi un' infinità di rette 2 t che 
formano un fascio avente il centro in un punto S determinato 
di d. Infatti il piano tt taglia le due stelle projettive in due si- 
stemi omologici che hanno per asse di omologia la retta d e per 
centro di omologia il punto S # in cui la retta d viene tagliata 
dalla retta che unisce i punti in cui due raggi corrispondenti delle 
stelle projettive vengono tagliati da w. Il centro S 9 di omologia 
dovrà essere sull'asse d: perchè non possono due raggi corrispon- 
denti tagliarsi in un punto fuori di d, altrimenti per d passereb- 
bero due piani uniti contro il supposto. Le rette di 2, passanti 
per S $ sono poi quelle in cui si tagliano le coppie di piani cor- 
rispondenti dei due fasci di piani projettivi 55 d , S'S 9 , che hanno 
il piano unito o> = SS'S 9 . Di più se r t r' sono due raggi non 
segantisi e corrispondenti nelle stelle S, 5' projettive, 'allora r, r\ d 
saranno le direttrici di una determinata rigata RW di 2.° ordine 
formata di rette di 2 a . I piani tangenti alla rigata nei vari punti 
della retta d sono 1 piani dei fasci di £, che hanno i centri nei 
rispettivi punti di contatto; cioè: 2 t è il luogo dei fasci formati 
dalle tangenti di R^ nei punti della retta d; e quindi i centri dei 
fasci stessi descrivono su d una punteggiata projettiva al fascio d 
descritto dai loro piani; essendo fra loro corrispondenti il centro ed 
il piano di uno stesso fascio. 

Possiamo anche dire che 2 t è in tal caso formato dalle rette 
unite dell'omografia involutoria parabolica individuata dall'involu- 
zione parabolica che sulla rigata RW ha per elemento doppio d. 
Il sistema 2 8 è cioè una congruenza di i.° grado, che può ri- 
guardarsi come caso limite della precedente, quando le due diret- 
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trici d t , d % coincidono in una sola retta d. La congruenza 2, di- 
cesi perciò in tal caso a direttrice doppia d. 

10. Consideriamo ora l'ultimo caso e). Due raggi corrispon- 
denti delle due stelle projettive 5, 5' non si tagliano mai; e quindi 
per ogni punto dello spazio passa una ed una sola retta del si- 
stema 2, a cui appartiene la retta 55'. Le rette di 2 t che si 
appoggiano ad una retta che taglia in un punto H la retta 55' 
formano certamente una rigata di 2.° ordine RW che contiene 
la retta 55'. Di qui segue immediatamente che, projettando da 
due punti qualsivogliano di 55' le rette di 2 , si ottengono due 
stelle projettive aventi in 55' un raggio unito. Di più il sistema 
2 f sarà dunque determinato quando sia data la rigata R®> ed una 
retta g del sistema fuori della rigata stessa. Ora conducendo per g 
un piano n ad arbitrio, questo taglierà RM in una conica C<*) 
nella quale resta determinata un'involuzione di punti, che ha per 
asse la retta g e per centro il polo G della retta stessa rispetto 
a C< 8 >. L'involuzione è necessariamente ellittica, perchè due rette 
di 2 § non si possono tagliare; onde segue che nella rigata R'W 
delle direttrici di R&> resta determinata un'involuzione ellittica, 
la quale determina un sistema nullo; e quindi è determinata anche 
un'omografia ellittica involutoria, che ha per rette unite le rette 
di RW e la retta g: epperò il sistema 2 g non è altro che quello 
delle rette unite dell'omografia ora determinata; perchè quest'ul- 
timo sistema è generato, come il primo, da due stelle projettive 
che hanno i centri in due punti corrispondenti di 55'; e nelle 
quali stelle projettive la corrispondenza è determinata allo stesso 
modo che nel sistema 2 t dato, dalla rigata J? (2 > e dalla retta g. 
Concludiamo adunque che il sistema 2 8 è una congruenza di 
i.° grado che diremo a direttrici immaginarie. 

11. Le generazioni date delle congruenze di i.° grado non 
spezzantisi, ci danno le seguenti proprietà ad esse comuni: 

a) Le rette di una congruenza 2 2 di i.° grado che si appog- 
giano ad una retta presa arbitrariamente nello spazio formano in 
generale -una rigata di 2.° ordine. 

b) 5* una rigata di 2.° ordine ha tre rette in comune con una 
congruenza 2, di i.° grado vi appartiene per intero: cioè tutte le 
altre rette della rigata sono rette della congruenza. 

e) Una congruenza 2 a di i. Q grado ha per polare reciproca 
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se stessa rispetto ad ogni quadrica gobba, che contenga un sistema 
di generatrici formato di rette della congruenza. 

d) Se da due punti di una retta fissa di una congruenza I t 
di i.° grado proiettiamo una retta variabile di essa otteniamo due 
stelle proiettive che hanno nella retta fissa un raggio unito. 

e) Se con due piani passanti per una retta fissa di S t ta- 
gliamo una retta variabile di essa congruenza 2, di i.° grado K ot- 
teniamo due sistemi piani projettivi che hanno nella retta fissa una 
retta unita. 

Le congruenze di 1.° grado sono anche casi particolari del si- 
stema 2', degli assi di un fascio gobbo di 3/ classe, quando i due 
sistemi piani projettivi che lo determinano hanno un raggio unito 
nell'intersezione dei loro piani. Se poi avessero un sol punto 
unito, allora la congruenza 2' t sarebbe del 2. ordine e della 
i. a classe, e il fascio gobbo si spezzerebbe in un cono di 2* classe 
e in un asse. 

Finalmente è chiaro che: 

Quattro rette che non siano poste in una stessa rigata di 2. or- 
dine determinano una congruenza di i.° grado; e propriamente, se- 
condo che la rigata di 2. ordine determinata da tre delle rette date 
viene tagliata toccata non tagliata dalla retta rimanente, si ha 
rispettivamente una congruenza di i.° ordine a direttrici distinte 
coincidenti od immaginarie. 

§ 2. Oei compiesti di fS grado ossia delie forme elementari di S. m specie. 

1. Abbiamo già detto complesso di i.° grado la totalità dei raggi 
direttori di un sistema nullo. Questi raggi costituiscono appunto 
una forma di 3.* specie in R^; perchè i raggi di un complesso 
sono evidentemente distribuiti tutti nei fasci di raggi di esso, 
aventi il centro in un piano fisso. Ora ciascuno di questi fasci è 
determinato dal suo centro e quindi dai valori attribuiti a due pa- 
rametri (le coordinate del centro) ed il valore attribuito ad un 
terzo parametro individua un raggio in ciascun fascio; sicché ogni 
retta del complesso è determinata dai valori attribuiti a tre para- 
metri indipendenti; dunque un complesso di i. u grado è appunto 
forma di 3.* specie in RJ*\ che diremo quindi la forma elemen- 
tare di ).* specie di R 4 <*>. 
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Se il sistema nullo è speciale, il complesso è il luogo delle 
rette che si appoggiano ad una retta fissa, che è l'asse del com- 
plesso; e tali rette costituiscono appunto una forma di 3.* specie 
anche in questo caso speciale. 

2. Consideriamo ora un complesso 6 di i.° grado non spe- 
ciale; e sia 5 (S > una quadrica gobba che contenga una rigata RW 
di rette di 6 e quindi una rigata U/*> di rette che sono a due 
a due polari reciproche nel sistema nullo (0), i cui raggi direttori 
formano il complesso 6. 

Le coppie di rette ora dette sono coppie di rette conjugate 
in una determinata involuzione I di RW i cui raggi doppi sono 
le rette di situate in R t ®. 

Ciò posto, la quadrica SW può essere non dotata di centro, 
oppure ammettere un centro 0. Se S< 2 ) non ha centro, allora 
essa avrà all'infinito due rette delle quali una sarà una retta di 0, 
e l'altra una retta fuori di 0, la cui conjugata s incontrerà la 
retta all'infinito di 6 nel punto 1^, che sarà il fuoco del piano 
all' 00. Se poi S<*> è dotata di centro 0, allora il piano e» polare 
di O sarà un piano diametrale di SP>; e il diametro / conjugato a 
quel piano avrà il suo punto all'infinito che sarà il polo del piano 
all'infinito. E se l'involuzione di U,W è, in questo caso, positiva, 
la retta condotta dal centro ad incontrare le rette doppie e, f 
dell'involuzione ha per suo punto all'infinito il polo del piano 
all' oo. In generale poi proiettando da un punto qualunque M le 
rette all' infimi o che congiungono le coppie dei punti all'infinito 
delle varie coppie di rette conjugate rispetto a 0, otterremo tanti 
piani proiettanti che passano per una retta fissa s condotta per M, 
e la retta s dà, col suo punto all'infinito, il fuoco 1^ del piano 
all'infinito. Tutte le rette di R^ parallele ad 5 appartengono ad 
una stella J^, che contiene il fascio delle rette di poste all'in- 
finito. I piani polari dei punti di un raggio qualunque 5 della stella 
loo sono paralleli fra loro, poiché la conjugata di esso raggio giace 
nel piano all'infinito. Immaginiamo ora un piano normale ad s, 
il piano avrà allora il suo polo A, dal quale possiamo condurre 
la parallela a ad 5; allora tutti i punti di questa retta a hanno i 
loro piani polari normali alla retta stessa a 9 ed a dicesi 1' asse del 
complesso 0; dunque: 

Ogni complesso di i.° grado non speciale ha unicamente indivi- 
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inulto il suo asse a, cioè una retta la cui conjugata cade alV oc di 
un piano qualunque perpendicolare alla retta stessa a. 

L'asse a ed una coppia bV di rette conjugate che non ta- 
gliano a, appartengono ad un determinato paraboloide gobbo S^*), 
di cui un piano direttore è normale all'asse a di 9. Immaginiamo 
quello dei piani normali ad a, che contiene la minima distanza n 
di a e b. Allora n essendo una retta di 6 incontrerà V, e poiché 
a, b, V debbono pure essere parallele ad uno stesso piano, risulta: 

L'asse di un complesso 9 taglia normalmente la minima distanza 
di due conjugate qualsivogliano. 

Ed anche: 

L'asse di un complesso 9 è diretto secondo la minima distanza 
delle minime distante di due coppie di rette conjugate. 

3. Per un punto P dello spazio immaginiamo un piano » nor- 
male all'asse a di 9. Dal punto Pdi e* conduciamo la normale PO 
all'asse a, e sia = fleo il piede della normale stessa. A tutti i 
punti del cerchio CW di raggio PO e di centro 0, e posto in «, 
corrispondono (nel sistema nullo (9) ) tanti piani passanti per O 
tangenti ad un cono di 2.° grado (2) di vertice O, e le tan- 
genti di CW avranno per polari in (9) le generatrici di 0<*>. 
Poichè O e la retta all'infinito di » sono elementi reciproci ri- 
spetto a CW, cosi si ha subito che: a e il piano « sono pure 
elementi polari reciproci rispetto ad OM. Quindi ogni piano p 
parallelo ad » segherà 0® in una conica C,W, di cui il punto 
f/ux= O t ne è il centro. All'involuzione negativa dei poli armo- 
nici rispetto al cerchio C<*>, e situata sulla retta all'infinito di w, 
corrisponde nel sistema nullo (9) un'involuzione negativa di piani 
intorno ad a; due piani conjugati essendo fra loro normali, due 
diametri quali si vogliono conjugati della conica C,W sono fra loro 
rettangolari, epperò C,W è un nuovo cerchio; dunque: 

Le rette polari delle tangenti ad un cerchio, il cui centro i sul- 
l'asse a di 9, e il cui piano è normale all'asse stesso, sono genera- 
trici di una superficie conica di rotazione intorno all'asse a di Q, 
e avente il vertice nel centro del cerchio preso. 

E poiché i piani polari dei punti di una retta della stella 1^ 
sono paralleli, cosi segue: 

I piani polari dei punti di una superficie cilindrica circolare 
retta avente per asse l'asse di 9, sono piani egualmente inclinati 
rispetto all'asse stesso di 9. 
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Se concepiamo quindi le rette di 8 invariabilmente connesse 
fra loro, risulta subito che 8 si adagia su se stesso, quando ad 
esso complesso 8 si faccia subire un movimento di traslazione 
lungo Tasse, o di rotazione intorno all'asse stesso. E cosi segue 
in particolare: 

Se di un complesso 8 di i.° grado se ne fa la figura simile ed 
affine, essendo il centro di affinità il punto all' infinito dell* asse a del 
complesso, si ottiene ancora il complesso stesso per figura corrispon- 
dente, cioè una retta di 8 ha per corrispondente una retta pure di 8. 

4. Siano dati due complessi generali di i. # grado 8, 8'. Po- 
tremo sempre immaginare un punto P dello spazio pel quale i 
relativi piani polari n e n 1 nei sistemi nulli (8) e (8') sono fra 
laro distinti e si tagliano cosi; secondo una retta irn* = s co- 
mune a 8 e a 8*. I poli dei piani del fascio s descrivono sulla 
retta s due punteggiate projettive sovrapposte, che possono avere: 
due punti uniti distinti E ed F, oppure un sol punto unito F, 
oppure nessun punto unito. Nel primo caso i punti uniti E ed F 
avranno i loro piani polari »e f passanti per s y che saranno gli 
stessi sia per (8) che per (8 1 ), cioè i raggi dei fasci E ed F conte- 
nuti nei piani e e <f sono tutte rette comuni a 8 e 8 r . Immaginiamo 
ora un piano a qualunque condotto per 5. Sul piano o non vi po- 
tranno essere altre rette coTnuni a 8 e a 8 r ; altrimenti se ve ne 
fosse un'altra, i piani polari ir e it 1 del punto P relativi a (8) e 
a (8*) dovrebbero coincidere. Di più per ogni punto L del piano a 
fuori dei punti E ed F, passa una ed una sola retta / comune 
a e a 9. Conseguentemente tutte le rette comuni a 8 e 8* si 
ottengono costruendo quelle che passano per i varii punti del 
piano a. Ora la retta / comune a 8 e 8 r che passa pel punto L 
arbitrario di a, preso fuori di 5, incontrerà i piani i e f nei punti 
E t ed F t rispettivamente. Allora le rette EF t = d ed E t F = d t 
sono polari reciproche sia in (8) che in (8 f ) e tutte e sole le rette 
della congruenza (dd^) avente per direttrici distinte d e d t sono 
in tal caso le rette comuni a 8 e 8'. In ciascuna retta comune 
a 8 e 8' esistono cioè due punti analoghi ai punti E ed F della 
retta s; e l'insieme di questi punti costituisce le rette d e d v Nel 
caso poi che i punti uniti E ed F coincidono in un sol punto F, 
e quindi i piani t e f in un sol piano f , condotto anche qui un 
piano ad arbitrio per s, tutte e sole le rette comuni a 8 e 8' 
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saranno quelle che passano per i vari punti del piano o; e, fuori 
pel punto F y non ne passerà che una sola per ogni altro punto 
del piano a. Una l di tali rette condotta per un punto L di 0, 
situato fuori di s, incontrerà il piano <f in un punto 'F,. Allora 
la retta FF t = / del piano a deve necessariamente essere tale 
che ciascun punto di essa, come i punti F ed F t , deve essere il 
centro di un fascio di rette comuni a 6 e 8'. Tutti questi fasci 
formano cosi una congruenza (//) avente per direttrice doppia 
la retta /, e che si compone di tutte e sole le rette comuni a 6 
e W in questo caso. * 

Finalmente i punti uniti delle punteggiate projettive sovrapposte 
in s possono non esistere, ed allora, senza alcuna eccezione, per 
ogni punto L del piano a condotto per s 9 passa una ed una sola 
retta / comune a 9 e a &. Sia m una retta del piano 9 diffe- 
rente da s, e le rette m t ed m a siano rispettivamente le polari 
di m relative a (9) e a (9')> allora m , m t , m % come direttrici, de- 
terminano una serie rigata di rette comuni afte©'. Con un 
ragionamento facile si prova allora che le rette comuni a 9 e 
a 9* possono riguardarsi come le intersezioni dei piani corrispon- 
denti in due stelle projettive 5 ed 5 1 aventi i centri S ed 5 # sulla 
retta s, ed il raggio unito 55'. Queste stelle projettive non po- 
tranno avere alcun piano unito, altrimenti vi sarebbero punti pei 
quali passerebbero le rette di un fascio comune a 9 e a 9 1 , il che 
è contro il supposto. Riassumendo si ha adunque: 

Le rette comuni a due complessi 9*8' di i.° grado generali 
sono tutte e sole le rette di una congruenza non degenere di i.° grado, 
la quale pub essere a direttrici distinte coincidenti immaginarie. 

5. Risulta poi reciprocamente: 

Per una congruenza di i.° grado, come prima abbiamo definito, 
passano infiniti complessi di i.° grado; e la congruenza pub cosi 
riguardarsi come V intersezione di due qualunque di quei complessi. 

Infatti sia data una congruenza generata da due stelle projet- 
tive 5 ed S f che abbiano il raggio unito 55'. Abbiamo visto che 
possiamo sempre formare una serie rigata y<*> con rette della con- 
gruenza; e sia*?/ 1 * la rigata delle direttrici di yW. 

Una retta / della congruenza fuori di yW potrà presentare i 
seguenti casi: o taglierà la quadrica gobba 5< f > a cui appartiene 
yW in due punti E ed F, o la toccherà in un punto F, o non 
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la taglierà in alcun punto. Nel primo caso la congruenza sarà a 
direttrici distinte, che sono le rette di y,<B che passano per i punti 
E ed F. Nel secondo caso, sarà a direttrici coincidenti nella di- 
rettrice di y W passante per F. Nel terzo caso sarà necessariamente 
a direttrici immaginarie. In qualunque caso poi noi possiamo con- 
cepire per la retta / un piano a tagliare la quadrica 5<*) in una 
conica C t <*). Da un punto qualunque M della retta l fuori di C<*) 
conduciamo le tangenti a C& e siano E ed F i loro punti di 
contatto. Allora per E ed F passeranno le rette e, f di y W, che 
prese come rette doppie danno un'involuzione positiva di rette 
nella serie rigata y t W; ed un complesso Ci di i.° grado. Variando 
il punto M abbiamo tanti complessi Q, due qualunque dei quali 
s' intersecano secondo una congruenza di i.° grado, che avendo 
quattro rette che la determinano in comune colla data, coincide 
con essa. Si può poi osservare che nel caso della retta l segante 
S<*> nei punti Eeà F vi sono infiniti punti di l interni a C<*>, 
dai quali possiamo condurre due rette a tagliare C&\ Le coppie 
di rette di y % W che passano per i punti di sezione, sono coppie 
di rette conjugate di un'involuzione, e a questa involuzione ap- 
partengono come rette conjugate anche le direttrici della con- 
gruenza data. Con queir involuzione essenzialmente negativa resta 
pure individuato un complesso che contiene ancora la congruenza 
data di i.° grado. 

Possiamo quindi dire riassumendo: 

In una congruenza di i.° grado o forma elementare di 2. a specie 
dello spazio R 4 <*> sono contenute infinite rigate di 2,° ordine forme 
elementari di i. a specie, e se tre elementi di una forma di i. a specie 
appartengono ad una forma di 2. a , vi appartengono tutti. 

In un complesso forma di }. a specie dello spazio R 4 <*> sono 
contenute infinite congruente di i.° grado, forme elementari di 
2. a specie; e se quattro elementi di una forma di 2. a specie appar- 
tengono alla forma elementare di ). a specie, vi appartengono tutti. 

Due forme elementari di ). a specie si segano in una forma ele- 
mentare di 2. a specie per la quale passano infinite altre forme ele- 
mentari di )« specie. 

Ed anche: 

Per una congruenza di i.° grado ed una retta fuori di essa passa 
un solo complesso di i.° grado. 
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Infatti sia y(*> uaa rigata di 2. ordine della congruenza data, 
ed immaginiamo per la rètta / data un piano a tagliare la qua- 
drica SJ& a cui appartiene y< 2) in una conica C^\ allora in questo 
piano vi sarà una retta a della congruenza, che taglierà la retta 
/ in un punto P. Il punto P preso come centro, individua un'in- 
voluzione positiva o negativa di punti su C f W, secondo che P 
è esterno od interno a C&K Avremo quindi un'involuzione posi- 
tiva o negativa nella rigata y<® delle direttrici di yW, e quindi resta 
con essa involuzione determinato un complesso di i.° grado che 
contiene la congruenza data e la retta /. 

Segue quindi: 

Cinque rette prese arbitrariamente in un complesso di j.° grado 
bastano, in generale, ad individuare tutte le altre. 

Potremo poi per ciò che precede costruire facilmente l'invo- 
luzione delle rette conjugate, atta a determinare il complesso 
quando siano date le cinque rette. 

6. Se un complesso 2 di i.° grado taglia una rigata di 2. or- 
dine, la taglia in due rette distinte coincidenti, che possiamo, per 
ciò che precede, costruire* 

Infatti sia yW la rigata data e y,W quella delle direttrici. Se 
y,W fosse composta di rette di 2, allora in yP) resta determinata 
un'involuzione di rette conjugate rispetto a 2, le cui rette doppie 
sono chiaramente le rette ^richieste. Se poi y/*) non è composta 
di rette di 2, allora potremo sempre prendere in y&> due rette 
a e b, e le loro polari a', V. Queste quattro rette appartengono ad 
una stessa rigata g& e questa rigata gP>, ed un'altra rette presa 
in y|(*>, determinano una congruenza che sappiamo costruire, e 
le cui direttrici sono le rette richieste. 

Se noi prendiamo tre complessi di i.° grado 2, 2' 2" che non 
passano per una stessa congruenza, potremo con ciò trovare le 
rette secondo cui il complesso 2" taglia una rigata di 2. ordine 
yW, formata da rette della congruenza (22 1 ) secondo cui si ta- 
gliano 2 e 2'. Se m è una di tali rette, essa è chiaramente una 
retta comune a 2, 2', 2". Potremo poi con questa retta trovare in- 
finite altre rette comuni ai tre complessi. Infatti noi potremo, per 
esempio, concepire una retta a che incontri la m e che non sia 
una retta appartenente ad alcuno dei tre complessi. La rette a 
avrà rispettivamente le sue polari a t a % a t relative a (2), (2'), (2") 
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le quali rette taglieranno la retta tn. Se le quattro rette aa t a a a 3 
appartenessero alla stessa rigata g@>, allora la rigata g t ® delle di- 
rettrici di gW si compone di tutte rette comuni a 2, 2/, 2". 
E non possono allora i tre complessi avere alcun' altra retta in 
comune fuori di g&) altrimenti si taglierebbero in una stessa con- 
gruenza di i.° grado contro, il supposto. Se poi le a> a t , a t , a % , 
non appartengono alla stessa rigata, esse determinano una con- 
gruenza di cui m è una direttrice, e sapremo quindi costruire 
l'altra. Ora quest'altra direttrice tn t è pure una retta comune ai 
tre complessi, e quindi riesce chiaro che potremo in tal modo 
trovare tante rette quante vogliamo ad essi comuni. Tre di queste 
rette determineranno, in -generale, una rigata di 2.° ordine che 
giace in ciascuno dei tre complessi; risulta quindi senz'altro: 

Se tre complessi di i.° grado si tagliano, hanno in comune, in 
generale, una rigata di 2.° ordine. 

Reciprocamente poi: 

Per una rigata di 2.° ordine passano infiniti complessi di ;.° grado, 
tre qualunque dei quali individuano la rigata come loro intersezione. 

Risulta poi evidentemente che: 

Due congruente di i.° grado poste nello stesso complesso di i.° grado 
hanno, in generale, una rigata di 2.° ordine in comune; e se due 
congruente hanno una rigata di 2.° ordine in comune, esse $gno poste 
in uno stesso complesso di i.° grado. 

Due congruente di i.° grado, o quattro complessi di i.° grado 
si tagliano secondo due rette distinte o coincidenti, od in una coppia 
ài rette immaginarie. 

Due rigate di 2.° ordine poste in una stessa congruenza di i.° grado 
si tagliano secondo due rette; e se due rigate di 2.° ordine si tagliano 
secondo due rette, esse sono poste in una stessa ed individuata con- 
gruenza di i.° grado. 

1. Sia S un fascio di raggi preso in RJ® arbitrariamente, con- 
tenente una sola retta di un complesso di i.° grado $. Sia d il 
piano del fascio 5, allora, se 5' è il polo di a', e a il piano po- 
lare di 5, la retta 55' = o</, sarà la retta di contenuta nel fascio 
5, ed il fascio 5' situato in a sarà il fascio polare di 5, nel sistema 
nullo ($). I due fasci 5 ed 5' sono projettivi, per modo che due 
raggi corrispondenti sono due rette polari rispetto a (0), ed hanno 
nella retta 55' = to' un raggio unito. 

26* 
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Risulta quindi: 

Tutte e sole le rette del complesso O sono quelle delle infinite con- 
gruente di i.° grado che hanno per direttrici distinte due raggi omo- 
loghi distinti dei due fasci progettivi S ed S', e quelle della congruenza 
di i.° grado avente per direttrice doppia il raggio unito SS'. 

Reciprocamente : 

Due fasci S ed S' di raggi, fra loro proiettivi, giacenti rispet- 
tivamente nei piani a e o 1 ed aventi nelV intersezione dei loro piani 
un raggio unito co 1 = SS', individuano un complesso di i.° grado $; 
cioè un sistema nullo ($) nel quale essi fasci sono polari reciproci, 
e resta individuata così, in particolare, la congruenza di i.° grado 
contenuta in ed avente per direttrice doppia il raggio unito cr(j , =SS f . 

Infatti prendiamo due raggi a e b in S 1 e i loro corrispon- 
denti a\ b 1 in S, basterà allora dimostrare che si può determi- 
nare un sistema nullo (0) in cui gli elementi delle varie coppie 
(aa!), (bb 1 ), (Sa), (SW), (oi\ SS 9 ), sono fra loro polari reci- 
proci. Perciò prendiamo su a e b rispettivamente i punti A e B 9 
e se poniamo Ad == a,BV = /3, possiamo determinare un sistema 
nullo ($) nel quale ai punti A, B, S 1 ed (a/3y) = S corrispon- 
dano per elementi polari i piani a, /3, o\ (ABS*) = a, e resta 
con ciò provato quanto si voleva. 

§ 3. Del fascio e della rete di complessi di 7.° grado. 

1. Sia 2, una congruenza di i.° grado generale; ed R& una 
rigata di 2.° ordine formata con rette di 2 t ; 2?/ 2) la rigata della 
direttrice di RW; sicché 2?< 2 >, R t W sono poste in una quadrica 
gobba S&\ rispetto alla quale S t ha per polare reciproca se stessa. 
Se 7r è un piano ad arbitrio dello spazio e g la retta di 2 t posta 
in rc, allora g determina come asse un'involuzione di punti sulla 
conica C< 2 \ la quale determina un'involuzione I su R t P\ L'in- 
voluzione I determina un complesso Q di i.° grado, rispetto al 
quale 2, ha per polare reciproca se stessa; e resta pure deter- 
minata una omografia involutoria P nello spazio; della quale le 
rette di S t ne sono i raggi uniti; e le coppie della involuzione! 
sono coppie di rette corrispondenti. 

2. Ciò posto, ogni punto della retta g, come centro, individua 
un'involuzione di punti su C<*> e quindi un'involuzione 1 di rette 
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io J?/ 2 ); epperò un complesso O f di i .• grado che contiene cer- 
tamente 2 t , perchè ne contiene la rigata R f & e la retta g fuori 
di essa. 

In questo modo si hanno tutti i complessi Q', 11"... di i.° grado 
che contengono 2 9 . I complessi stessi si dicoho formare un fascio 
(Z 8 ); ed in generale ne passa uno ed uno solo per ogni retta 
presa ad arbitrio in 2?C*). 

Le involuzioni F, l".... che individuano i complessi Q', O''... 
passanti per S a , avendo i loro centri sulla retta g di Z t , hanno 
ì loro assi che passano per il centro G dell'involuzione I che 
individua Ci; perchè G è il polo di g rispetto alla conica C< 2 > 
sezione di n colla quadrica 5^; dunque: 

Le involuzioni V, I". ... che individuano i complessi Q!, O". . . 
di i.° grado contenenti la data congruenza S É sono tutte le involu- 
zioni di R/ 2 ) armoniche (vedi pag. 236 e seguenti) ad I. 

3, Siano w, &>' due piani condotti arbitrariamente per una retta a 
di ]?/*>; ed osserviamo intanto che R t & è il luogo delle rette 
a\ a 91 .... polari reciproche di a nei vari sistemi nulli dei complessi 
& 9 Q".... contenenti 2 g . I piani a>, a>' tagliano ulteriormente 5( 2 ) 
nelle rette h, h f di 2 a . Queste rette sono punteggiate projettiva- 
mente dalle rette di J?/ 2 ); essendo corrispondenti due punti Af, M' 
in cui una retta di U/ 2 > sega le due rette stesse b, V. Inoltre M, M' 
sono rispettivamente i poli dei piani co, w f in un solo ed individuato 
•complesso del fascio (2 g ). Di più i piani polari di un punto P 
di co e i piani polari di un punto P' di w f rispetto ai complessi 
del fascio, passano rispettivamente per i relativi poli di a>, &>'. 
Osservando finalmente che <&, »' possano riguardarsi come due 
piani presi ad arbitrio nello spazio, che si segano in una retta a di 
-esso (la quale individua una rigata!?^ di 2J risulta senz'altro: 



Le punteggiate formate dai 
poli di due piani tu, tu' relativi 
a sistemi nulli dei complessi di 
un fascio (S É ) sono proiettive, es- 
sendo corrispondenti fra loro i poli 
dei due piani in uno stesso sistema 
nullo. 

Ed anche: 

I poli di un piano o> rispetto ai sistemi nulli dei complessi di 



I fasci di piani formati dai 
piani polari di due punti O, O f 
rispetto ai sistemi nulli dei com- 
plessi di un fascio (2,) sono pro- 
tettivi, essendo fra loro corrispon- 
denti i piani polari dei due punti 
in uno stesso sistema nullo. 
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un fascio (2 8 ) formano una punteggiata projettiva al fascio dei 
piani polari di un punto O rispetto ai sistemi nulli stessi; essendo 
fra loro corrispondenti un punto ed un piano che siano il polo di e* 
e il piano polare di O in uno stesso sistema nullo. 

4. Di qui segue, che possiamo dire armonico un gruppo di 
quattro complessi di (2 t ), quando i poli di un piano o>, o i piani 
polari di un punto 0, nei sistemi nulli relativi ai quattro com- 
plessi stessi, costituiscono una punteggiata armonica od un fascio 
armonico di piani. 

Colla data definizione di forma armonica in un fascio di com- 
plessi di i.° grado, possiamo riferire projettivamento fra loro due 
fasci di complessi di i.° grado, oppure un fascio di complessi ed 
una forma elementare di i. a specie dello spazio. Inoltre risulta 

subito: 

In un fascio (2 a ) di complessi non spulali di i.° grado è in- 
dividuata una involuzione di complessi; gli elementi doppi di questa 
involuzione essendo i complessi speciali che contengono la congruenza 
2, asse del fascio. 

La involuzione è, in altri termini, iperbolica, ellittica o 
parabolica secondo che Z 9 "ba due direttrici distinte, oppure una 
coppia di direttrici immaginarie, oppure due direttrici coincidenti. 

5. Due complessi di i.° grado generali si tagliano sempre in 
una congruenza non [degenere. Un complesso speciale ed uno 
generale si tagliano in una a direttrici distinte, oppure a direttrice 
doppia. 

Due complessi speciali si tagliano o in una congruenza a di- 
rettrice distinte, oppure, quando gli assi dei complessi sono in un 
piano, si tagliano in una congruenza speciale di i.° grado, che 
consta cioè di un piano rigato o> e di una stella di raggi avente 
il centro nel piano e*. Per una congruenza speciale (wO) di 
i.° grado non passa alcun complesso generale di i. Q grado. Per 
ogni retta g presa arbitrariamente in R k W passa invece un com- 
plesso (g) speciale, che ha per asse il raggio del fascio 0, che 
unisce il punto col punto già. Diremo perciò formare un fascio 
(wO) t di complessi speciali di i.° grado quelli che passano per 
una stessa congruenza speciale (a>0) di i.° grado. Gli assi di 
questi complessi formano il fascio di centro e di piano ». 
Quattro complessi del fascio si diranno armonici, quando i loro 
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assi formano un fascio armonico. Con questa definizione di gruppo 
armonico di quattro complessi di un fascio di complessi speciali 
possiamo riferire projettivamente fra loro due di tali fasci; oppure 
possiamo riferire projettivamente un fascio di complessi speciali 
ad un fascio di complessi generali del i.° grado; e finalmente ad 
una forma elementare di i.° o 2.° ordine dello spazio. 

Qualunque sia il fascio che si considera di complessi generali 
o speciali, ogni complesso del fascio è determinato da un sol 
parametro; un fascio di complessi di i.° grado è quindi una forma 
fondartientale di i.* specie nella totalità dei complessi di i.° grado. 

6. I complessi di i.° grado che contengono una rigata data 
RW di 2.° ordine formano una serie infinita, tale che per ogjii 
coppia di rette date dello spazio passa in generale un sol com- 
plesso della serie. 

Diremo rete o stella (UP>) di complessi di i.° grado e di 
congruenze di i.° grado, l'insieme dei complessi e delle con- 
gruenze di i.° grado che hanno una stessa rigata in comune. 

Intanto per ogni coppia di rette dello spazio è determinato 
un complesso della stella che contiene quelle rette; e per ogni 
retta dello spazio passa una congruenza della stella stessa. 

Ogni punto di, un piano dato, preso come polo, determina un 
complesso della stella; ed ogni retta del piano stesso appartiene 
ad una determinata congruenza di i.° grado; cioè ogni complesso 
ed ogni congruenza di una stella è determinata appunto dai va- 
lori attribuiti a due parametri. 

Quando il polo di un piano percorre una retta del piano, il 
complesso individuato passa per la congruenza della stella deter- 
minata dalla retta stessa. 

Segue quindi: 

Due piani dello spazio sono riferiti fra loro projettivamente qua- 
lora siano corrispondenti i poli di quei due piani rispetto ad uno 
stesso complesso della stella. 

Correlativamente ogni complesso di una stella è determinato 
qualora sia dato il piano polare di Un punto fisso O. Se il piano 
ruota intorno ad un raggio della stella 0, il complesso corrispon- 
dente passa costantemente per la congruenza della stella indivi- 
duata dal raggio che passa per 0. Quindi: 

Due stelle O , O t sono riferite fra loro projettivamente, se siano 
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corrispondenti i piani polari dei punti O , O, rispetto ad uno stesso 
complesso della stella (RW). 

7. Ad una stella appartengono infiniti complessi speciali che 
sono quelli che hanno per assi le direttrici della rigata RW co- 
mune a tutti i complessi e congruenze della stella. 

La rigata RW si può spezzare in due fasci di raggi; perchè tre 
complessi di i.° grado che abbiano un fascio in comune si tagliano 
necessariamente in un altro fascio che ha un raggio in comune col 
primo. 

Finalmente possiamo concepire stelle di complessi e congruenze 
speciali, individuati dai raggi e dai piani di una stessa stella. ' 

8. Fra due stelle di complessi o fra una stella di complessi 
ed una forma fondamentale di 2.* specie definiremo la projettività 
e la reciprocità colla corrispondenza lineare fra gli elementi delle 
due forme; vale a dire con una corrispondenza tale che ad un 
elemento corrisponda un elemento e ad una forma fondamentale 
di i. a specie corrisponda una forma fondamentale di i. a specie; 
dicendo forme fondamentali di i. a specie anche i fasci di complessi 
e di congruenze di i.° grado; cioè l'insieme delle congruenze che 
passano per una stessa rigata di 2.° ordine, e siano in uno stesso 
complesso. Due fasci projettivi di complessi di i.° grado e due 
stelle reciproche di essi individuano un complesso di 2.° grado. 

Nel primo caso il complesso è il luogo delle congruenze di 
i.° grado in cui si tagliano le coppie di complessi corrispondenti 
dei due fasci. Nel secondo caso il complesso è il luogo delle ri- 
gate in cui si tagliano le coppie di congruenze e di complessi 
fra loro corrispondenti nelle due stelle reciproche. 

Nei due casi le congruenze e le rigate ottenute formano cer- 
tamente un complesso; che è di 2.° grado, perchè le rette di esso 
che passano per un punto dello spazio formano un cono di 2.° grado ; 
e quelle che si trovano in un piano dello spazio formano un invi- 
luppo di 2. a classe. 



FINE. 



ERRORI-CORREZIONI. 



Pagina Hn*a 


invee* di 


leggi 


18 


14 discendendo 


uno stesso punto e una stessa 


una stessa retta ed uno stesso 






retta 


punto 


62 


3 discendendo 


CDBA 


CD KB 


«7 


18 discendendo 


dell* una separano 


dell* una non separano 


78 


5 discendendo 


ABC** 


A'B'Ooo 


86 


9 discendendo 


la n-2 


le n-2 


id. 


12 discendendo 


costruzione 


costru sioni 


94 


6-7 discendendo 


eqaianarmonioi 


eqai Enarmonico 


119 


1 discendendo 


1.* specie 


2.* specie 


127 


1 ascendendo 


dato 


date 


185 


• 14 ascendendo 


viene trasformata 


vengono trasformati 


141 


5 ascendendo 


alla oonica 


nella oonica 


148 


15 ascendendo 


in fascio 


un fascio 


151 


7 ascendendo 


punto M 


punto H 


id. 


2 ascendendo 


in M 


in H 


163 


1 ascendendo 


dai detti 


dei detti 


170 


10-11 ascendendo 


delle ellisse 


della ellisse 


178 


17 ascendendo 


rette di infinito 


retta all'infinito 


179 


8 discendendo 


n.° 14 


n° 13 


181 


8 ascendendo 


protetti amo 


progettiamo 


195 


10 discendendo 


F^M • FU . 


F 3i • F^M 


id. 


12 discendendo 


FA % . FB d 


F k A . F % B 


206 


17 ascendendo 


per essi 


per assi 


207 


3 discendendo 


da dae 


in due 


209 


lt discendendo 


di essa 


di esse 


217 


8 ascendendo 


fra laro 


fra loro 


229 


7-8 ascendendo 


delle serie rigate 


della serie rigata 


271 


4 discendendo 


danno allora 


dà allora 


272 


9 ascendendo 


oolla intersesione 


nella intersesione 


274 


1 ascendendo 


e ad un oono 


o ad un cono 


275 


10 discendendo 


retta p 


retta p, 


280 


8 ascendendo 


Ora cinque 


Ove cinque 


281 


11 ascendendo 


sia considerato 


sia considerata 


284 


1 discendendo 


polare al piano 


polare piano 


id. 


1 ascendendo 


Vedi Stand 


Vedi Staudt 


290 


17-18 discendendo 


superficì ne è 


superficie è 


306 


15 discendendo 


assi condotti 


assi coordinati 


325 


2 ascendendo 


od involutoria 


ed involutoria 


327 


14 discendendo 


e la retta 


è la retta 


id. 


1 ascendendo 


dall'altra 


de ir altra 


343 


18 discendendo 


altro un punto 


altro punto 


351 


18-19 discendendo 


proprietà detta 


propriamente detta 


376 


2 discendendo 


uni roche birasionali 


univoche quadratiche 


396 


15 ascendendo 


se r t r 


se r, f 


897 


10 discendendo 


di s. 


«HS.- 



